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Résumé –L’orthogonal frequency division multiplexing/offset quadrature amplitude modulation (OFDM/OQAM) présente certains avantages
par rapport à l’OFDM (efficacité spectrale, bonne localisation en fréquence etc.), mais nécessite des traitements spécifiques à l’émission et à la
réception. Dans cet article, on aborde l’estimation de canal utilisant le critère de l’erreur quadratique moyenne minimum, ou minimum mean
square error (MMSE), appliquée à la modulation OFDM/OQAM. L’expression théorique de l’estimateur MMSE en OFDM/OQAM montre qu’il
est très complexe, à cause notamment des interférence intrinsèques aux modulations à base de banc de filtres. Cependant,on montre que certaines
approximations peuvent ramener son expression à une forme proche de l’estimateur MMSE en OFDM.

Abstract – The orthogonal frequency division multiplexing/offset quadrature amplitude modulation (OFDM/OQAM) shows some improve-
ments compared with the OFDM (spectral efficiency, good frequency localization etc.), but requires specific processes at both the transmitter and
the receiver side. This paper deals with minimum mean squareerror (MMSE) channel estimation, when applied to OFDM/OQAM. The theoret-
ical expression of the MMSE estimator in OFDM/OQAM shows itshigh complexity, due to the intrinsic interferences in filter bank modulations.
However, we show that some approximations reduce the formulation of the MMSE estimator to a form close to that in OFDM.

1 Introduction et modèle du signal
OFDM/OQAM

L’OFDM/OQAM est une bonne alternative à l’OFDM pour
la transmission de signaux haut-débit dans les conditions ac-
tuelles d’encombrement du spectre [1]. En effet, l’utilisation du
préfixe cyclique n’est pas obligatoire en OFDM/OQAM, ce qui
augmente son efficacité spectrale comparativement à l’OFDM.
De plus, les symboles ne sont pas portés par des sinus cardi-
naux, mais par des fonctions (appelées filtres prototypes etno-
tésg) réduisant fortement les interférences hors bande. Ainsi,
dans ce papier, on utilisera le filtre défini par M. Bellanger
dans [2] (aussi appelé philtre PHYDYAS), et dont la réponse
fréquentielle est donnée par :

G(f) =

K−1∑

k=−(K−1)

Gk

sin(π(f − k
Lf

)Lf )

Lf (π(f − k
Lf

))
, (1)

oùK est appelé facteur de recouvrement (iciK = 4), G0 = 1,
G1 = 0.971960,G2 = 1/

√
2, G3 = 0.235147, etGk = G−k.

Lf est la longueur du filtre prototype. Sur la figure 1, on peut
observer que la réponse fréquentielle de l’OFDM/OQAM utili-
sant le filtre de Bellanger [2] a une meilleure localisation en fré-
quence que l’OFDM. Cependant, cette bonne propriété spec-
trale s’obtient au prix d’une relaxation de la condition d’ortho-
gonalité complexe, puisque le filtre prototypeg est seulement
orthogonal dans l’espace des réelsR. Ainsi, au lieu de trans-
mettre des symboles complexes à une cadenceτ0 comme en
OFDM, les symboles OQAM sont réels et transmis à une ca-
denceτ0/2.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Normalized frequency

A
m

pl
itu

de
 (

dB
)

OFDM/OQAM

OFDM

FIGURE 1 – Réponses fréquentielles de l’OFDM et de
l’OFDM/OQAM utilisant le filtre de Bellanger [2].

Le signal OFDM/OQAM reçu, après la conversion série/
parallèle, le filtrage dans le réseau polyphase (défini parg)
et la transformée de Fourier discrète (TFD) de tailleM , peut
s’écrire :

ym,n = Hm,nxm,n + j
∑

(p,q)∈Ω

Hp,qxp,q < g >p,q
m,n

︸ ︷︷ ︸

Im,n

+wm,n,

(2)
où l’indice (m,n) indique la position fréquence-temps,xm,n

est le symbole OQAM réel transmis,Hm,n est la réponse fré-
quentielle du canal etwm,n est le bruit additif gaussien, de
moyenne nulle et de varianceσ2. La spécificité de la modu-



lation OFDM/OQAM se retrouve dans la présence de l’inter-
férenceIm,n qui est dû au filtreg et au canal. Le termej <
g >p,q

m,n dans (2) est appelé "interférence intrinsèque" et est dé-
fini comme le produit scalaire< gm,n, gp,q >, avec(p, q) ∈ Ω
oùΩ est l’ensemble des positions fréquence-temps(p, q) dans
le voisinage de(m,n). j < g >m,n

p,q est un imaginaire pur, de
telle sorte que siHm,n = 1, alors on retrouve le signal trans-
mis comme étant̂xm,n = Re(ym,n). Cependant, la distorsion
du coefficient de canal complexeHm,n induit une interférence
complexeIm,n. Le canal doit donc être estimé et inversé afin
de retrouver la condition d’orthogonalité réelle.

De nombreuses méthodes d’estimation de canal spécifiques
à l’OFDM/OQAM ont été proposées dans la littérature [3, 4].
Dans ce papier, on propose d’étudier l’estimateur MMSE [5]
en OFDM/OQAM. Cet estimation agissant comme un filtre
lissant la réponse fréquentielle du canal, son utilisationpeut
s’avérer pertinente dans la modulation considérée, où le signal
reçuym,n dans (2) subit les distorsions du bruit et des interfé-
rences. Dans la suite de l’article, on dérive l’expression théo-
rique de l’estimateur MMSE en OFDM/OQAM, et on montre
qu’une formulation simple peut être obtenue, proche de celle
connue en OFDM [5]. Les résultats de simulations comparent
l’estimateur MMSE en OFDM/OQAM et en OFDM.

2 Estimateur MMSE

2.1 Expression théorique de l’estimateur

Pour appliquer l’estimation MMSE au signal reçu, il faut ré-
écrire (2) sous forme vectorielle :

yn = xnHn + In + wn, (3)

oùyn, Hn, In etwn sont les vecteurs de tailleM ×1 contenant
les échantillons définis dans (2), etxn est la matrice diagonale
dont les éléments sont les symboles transmisxm,n. On utilise
les développements donnés dans [6] pour donner l’expression
générale de l’estimateur MMSE, qui vise à minimiser la fonc-
tion de coûtJMMSE définie par :

JMMSE = E{||Hn − θyn||2F }, (4)

oùθ est la matriceM×M dont les coefficients sont à optimiser.
Dans (4),E{.} est l’espérance mathématique et||.||F est la
norme de Frobenius. On peut reformuler la fonction de coût
JMMSE en substituant (3) dans (4) pour obtenir

JMMSE = tr

(

RHH + θ
(
xnRHHxHn + RII + xnRHI

+ RIHxHn + σ2Id
)
θH − θ

(
xnRHH + RIH

)

−
(
RHHxHn + RHI

)
θH

)

, (5)

oùRHH , RII sont respectivement les matricesM ×M de co-
variance du canalHn et des interférencesIn, RIH et RHI les
matrices d’intercovariance deHn et In ; Id est la matrice iden-
tité. En utilisant les règles de dérivation de matrices dansC

définies dans [7], on trouve le minimum deJMMSE en résol-
vant

∂JMMSE

∂θ∗
= θ

(
xnRHHxHn + RII + xnRHI + RIHxHn

+ σ2Id
)
−
(
RHHxHn + RHI

)
= 0, (6)

et on en déduit :

θop =
(
RHHxHn + RHI

)
(7)

×
(
xnRHHxHn + RII + xnRHI + RIHxHn + σ2Id

)−1
.

L’estimateur MMSE en OFDM/OQAM s’exprime à partir de
(8), en factorisant parxn(.)xH

n , comme

Ĥ
LMMSE

n = θopyn
=

(
RHH + RHI(xHn )−1

)(
RHH + x−1

n RII(xHn )−1

+ RHI(xHn )−1 + x−1
n RIH + (xnxHn )−1σ2Id

)−1

×
(
Hn + x−1

n In + x−1
n wn

)
. (8)

Il a été soulevé en OFDM que l’implémentation de l’esti-
mateur MMSE est limité par : i) sa complexité (due aux inver-
sion et multiplications matricielles) et ii) l’absence de connais-
sancea priori de la matrice de covariance du canalRHH et
du niveau de bruitσ2. Cette limitation est d’autant plus vrai
en OFDM/OQAM puisqu’il apparait dans (8) que les matrices
RII etRHI sont requises. En conséquence, la mise en œuvre de
MMSE dans (8) nécessite des approximations. Cette question
est traitée ci-après.

2.2 Expression simplifiée de l’estimateur

Afin de simplifier l’expression dêH
LMMSE

n donnée dans
(8), on peut supposer que : i) la source des symboles interfé-
rents avecxm,n se limite àΩ0 défini comme l’ensemble des
positions adjacentes à(m,n) comme illustré sur la Fig. 2, i.e.
Ω0 = {(p, q)|p ∈ {m − 1,m,m + 1}, q ∈ {n − 1, n,m +
1}, (p, q) 6= (m,n)} ; ii) la réponse fréquentielle du canal est
supposée constante sur les positions(p, q) ∈ Ω0, menant à l’ap-
proximationHp,q ≈ Hm,n. Ces deux hypothèses permettent de
réécrire (2) comme

ym,n ≈Hm,n(xm,n + x′

m,n) + wm,n (9)

=Hm,ndm,n + wm,n, (10)

où

dm,n = xm,n + x′

m,n = xm,n + j
∑

(p,q)∈Ω0

xp,q < g >m,n
p,q ,

(11)
de telle sorte que (10) est très similaire au signal reçu en OFDM.



FIGURE 2 – Interférences sur le symbolexm,n dues aux sym-
boles voisins appartenant àΩ0.

Si dm,n correspond à une valeur pilote dont on connait la
valeur, alors on peut, par analogie avec l’estimateur MMSE en
OFDM [5], donner une expression simplifiée de (8) :

Ĥ
LMMSE

n = RHH

(
RHH + σ2(dndH

n )−1
)−1

︸ ︷︷ ︸

K

Ĥn, (12)

où dn est la matriceM × M diagonale contenant les pilotes
dm,n, et Ĥn est la réponse du canal estimée par

Ĥn = d−1
n yn. (13)

Il est à noté que (13) est similaire à l’estimateur en OFDM
utilisant le critère des moindres carrés, ou least square (LS).
Cependant, (13) diffère de l’estimateur LS en OFDM car la
valeur dedn en OFDM/OQAM dépend de l’allocation de pi-
lote choisie [3, 4]. Cependant, on considèrera par la suite que
x′

m,n = 0 et doncdm,n = xm,n pour tout0 ≤ m ≤ M − 1,
de manière à obtenir une estimation en OFDM/OQAM très si-
milaire à l’estimateur LS en OFDM. La méthode utilisée est
appelée ICM (pour interference cancellation method) [4].

Grâce à la réécriture de l’estimateur MMSE comme dans
(12), il est possible de calculer̂H

LMMSE

n avec une complexité
réduite en utilisant des méthodes de simplification telles que
la décomposition en valeurs propres deK et l’approximation
de faible rang deRHH . Ainsi, la matrice de covariance du ca-
nalRHH est hermitienne, donc elle est diagonalisable dans une
base orthonormée telle queRHH = UDRUH , oùU est la ma-
trice unitaire contenant les vecteurs propres deRHH , etDR est
la matrice diagonale contenant les valeur propreλ0, λ1, .., λm,
.. , λM−1 deRHH . De plus, si on suppose que le canal est un
filtre à réponse impulsionnelle finie de longueurL, alors c’est
aussi le rang deRHH et doncλL = λL+1 = ... = λM−1 = 0.

En pratique, les valeurs propres non-nulles deRHH sont ra-
rement connuesa priori. Cependant, on peut approximerRHH

par une matricẽRHH parfaitement connue et dont on impose
le spectre (correspondant au profil de puissance du canal). Sans
perte de généralité, on considère un profil constant, de sorte que
la décomposition en valeurs propres (elle aussi connue) donne

R̃HH = ŨD̃RŨ
H

, où les valeurs propres̃λm sur la diagonale
de D̃R valent 1

L̃
si 0 ≤ m ≤ L̃ − 1, et 0 sinon. Comme il

est remarqué dans [5], la qualité de l’estimateur MMSE utili-
sant l’approximation de faible rang est garantie pourL̃ ≥ L.

On suppose cette condition remplie dans la suite, et on peut ré-
écrire (12) en utilisant̃RHH à la place deRHH et on définit
K̃ = R̃HH

(
R̃HH + σ2(dndH

n )−1
)−1

.
Commeσ2(dndH

n )−1 est une matrice diagonale, alorsK̃ est
diagonalisable dans la même base queR̃HH , et on peut donc ré-

écrire l’estimateur MMSE commêH
LMMSE

n = ŨD̃KŨ
H

Ĥn,
où D̃K est la décomposition en valeurs propres deK̃ telle que
ses éléments sont définis par :

µ̃m =







λ̃m

λ̃m+ σ2

|dm|2

si m = 0, 1, .., L̃− 1

0 si m = L̃, L̃+ 1, ..,M − 1
. (14)

Ainsi, il est possible d’utiliser l’estimateur MMSE pour lamo-
dulation OFDM/OQAM sans connaissancea priori de RHH ,
et en réduisant la complexité (donnée en nombre de multipli-
cations) deO(2M3) dans (12) àO(L̃M2 + L̃M) en utilisant
(14).

3 Résultats de simulations

Dans cette section, on montre par simulations la validité de
l’estimateur MMSE simplifié en OFDM/OQAM et on compare
ses performances au cas OFDM. Pour cela, on utilise les para-
mètres du standard LTE (Long Term Evolution) [8], tels que :
le signal est composé de 256 porteuses, de 15 kHz chaque, et le
filtre prototype défini dans [2] a une longueur de4M . Les sym-
boles OQAM réels sont choisis dans{−1,+1} (de manière
équivalente, les symboles pour le signal OFDM proviennent
d’une 4-QAM), et aucun code canal n’est utilisé. Le canal de
transmission est le TU (Typical Urban), composé de 20 trajets,
et de délai maximumτmax = 2.14 µs. On considère une simple
égalisation ZF (zéro forcing) sur chaque porteuse.

La figure 3 représente l’EQM d’estimation obtenue pour LS
(en OFDM), ICM (en OFDM/OQAM), et MMSE simplifié uti-
lisant la décomposition en valeurs propres en OFDM et OFDM/
OQAM, en fonction deEb/N0 (dB). Les courbes sont des moy-
ennes obtenues sur 1000 réalisations aléatoires du canal. On re-
marque un fort gain (≈ 10 dB) entre l’estimation MMSE et les
estimateurs LS et ICM, reflétant l’effet "lissant" de MMSE sur
la réponse fréquentielle du canal. Cet effet reste donc valide en
OFDM/OQAM. Cependant, on observe qu’un seuil d’EQM est
atteint en OFDM/OQAM pour ICM et MMSE, dû aux interfé-
rences inhérentes à ce type de modulation.

La figure 4 représente le taux d’erreur binaire (TEB) en fonc-
tion deEb/N0 (dB) obtenu pour les même estimateurs que pré-
cédemment. De plus, les courbes d’une transmission dans un
canal gaussien (dénotée par AWGN, pour additive white Gaus-
sian noise) et de l’estimation parfaite sont affichées comme
références. On observe un gain de 3 dB obtenu pour les esti-
mateurs MMSE comparés aux estimateurs LS et ICM, ce qui
confirme les bonnes performances de MMSE observées dans la
figure 3. Il est à noter toutefois que la courbe correspondantà
ICM a une pente plus faible que LS à partir deEb/N0 = 15 dB,
due à la présence d’interférence intrinsèque en OFDM/OQAM.
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FIGURE 3 – Erreur quadratique moyenne pour les estimateurs
LS (OFDM), ICM (OFDM/OQAM), et MMSE en OFDM et
OFDM/OQAM, en fonction deEb/N0.
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FIGURE 4 – Taux d’erreur binaire pour les estimateurs LS
(OFDM), ICM (OFDM/OQAM), et MMSE en OFDM et
OFDM/OQAM, en fonction deEb/N0.

Ces interférences sont noyées dans le bruit pour des valeurs
faibles deEb/N0, mais apparaissent pour des valeurs de bruit
faibles. On observe le même phénomène en comparant les courbes
de l’estimateur MMSE en OFDM et OFDM/OQAM. Cepen-
dant, on remarque que la perte de l’OFDM/OQAM par rapport
à l’OFDM est seulement de 0.2 dB àEb/N0 = 25 dB. Pour des
valeurs deEb/N0 plus faibles, les deux courbes sont confon-
dues, et sont à seulement 0.1 dB de l’estimation parfaite.

Ces résultats montrent que malgré la formulation complexe
de l’estimateur MMSE en OFDM/OQAM dans (8), il est pos-
sible d’obtenir une version simplifiée de l’estimateur touten
gardant une performance proche de l’estimation parfaite. De
plus, le TEB de MMSE en OFDM/ OQAM est très similaire à
celui obtenu en OFDM. Ce résultat est d’autant plus intéressant
qu’en général, l’efficacité spectrale de l’OFDM/OQAM (n’uti-
lisant pas de préfixe cyclique) est supérieure à l’OFDM. A titre
d’exemple, le LTE tel que décrit ci-dessus utilise deux types

de préfixe cyclique (normal et long). Un gain en débit de 6,6%
(pour le type normal) à 21% (pour le type long) peut être atteint
par l’OFDM/OQAM par rapport à l’OFDM grâce à l’absence
de préfixe cyclique.

4 Conclusion

Dans ce papier, on a présenté l’estimateur de canal se ba-
sant sur le critère de l’erreur quadratique moyenne (MMSE) en
OFDM/OQAM. L’expression théorique de l’estimateur a été
proposée, et il en ressort qu’il n’est pas applicable en l’état,
dû notamment à sa trop grande complexité. Cependant, des
approximations permettent d’obtenir une nouvelle formulation
proche de celle connue en OFDM. Ainsi, il est possible d’uti-
liser des méthodes de simplification de l’estimateur de canal
MMSE, tel que la décomposition en valeurs propres et l’ap-
proximation de faible rang. Les résultats de simulations ont
montré que l’estimateur de canal MMSE en OFDM/OQAM
est capable d’atteindre les mêmes performances qu’en OFDM,
pour une meilleure efficacité spectrale.
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