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Cette thèse a été réalisée au laboratoire de modélisation et d’analyse de la performance
des structures (LMAPS) de l’IRSN en collaobration avec le laboratoire GEOMAS (Géomé-
canique, Matériaux, Structures) de l’INSA Lyon. Elle a été achevée entre octobre 2020 et
septembre 2023.

Ce travail répond aux enjeux de sûreté qui relèvent de la mission de l’IRSN, puisqu’elle
s’inscrit dans la question 6 de la stratégie scientifique de l’IRSN « comment mieux carac-
tériser et modéliser les modes de dégradation du confinement des matières radioactives, en
particulier la deuxième et la troisième barrière, en cas d’agressions internes et externes ? ».

De plus, cette thèse constitue une contribution aux actions quadripartites entre l’IRSN,
le CEA, EDF et FRAMATOME, en particulier à la fiche d’action NLTA (Effets des non
linéarités sur le transfert des spectres et l’amortissement). Les objectifs de cette action étant
de mieux maîtriser le transfert des spectres depuis le sol vers les équipements, dans le cas
d’une structure en béton armé manifestant des non linéarités modérées. Pour cela, il est
nécessaire d’identifier de manière pertinente les différentes sources de dissipation d’énergie
(dissipation matérielle, dissipation visqueuse et éventuellement la dissipation numérique liée
au schéma d’intégration temporelle). La dégradation de l’interface acier-béton contribue
fortement à la dissipation matérielle dont la modélisation numérique doit donc être maîtrisée.
La modélisation numérique de cette interface constitue l’objectif principal de cette thèse.
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Résumé

La caractérisation du comportement mécanique des structures en béton armé est un défi
majeur, en particulier lorsque des sollicitations au-delà du niveau de dimensionnement sont
considérées. Dans ce cas, des informations locales sur la fissuration du béton sont nécessaires
pour évaluer la performance structurale. Cela est particulièrement observé dans le cas où les
ouvrages de génie civil, notamment à vocation industrielle, présentent des exigences d’étan-
chéité. La prise en compte de l’interaction entre le béton et les armatures en acier dans les
simulations numériques joue un rôle important dans l’estimation réaliste du phénomène de
fissuration. De plus, la dissipation d’énergie au sein de cette interface constitue environ 15-
20% de la dissipation matérielle totale dans les structures en béton armé [Huguet Aguilera,
2016]. Pour toutes ces raisons, une modélisation de cette interface se montre indispensable
pour la bonne reproduction numérique réaliste du comportement de ces structures. Plusieurs
modèles sont proposés dans la littérature dans différents cadres méthodologiques (éléments
d’interface [Richard et al., 2010], éléments enrichis [Gutiérrez et al., 2018] . . .) pour décrire
l’interface entre l’acier et le béton. Pourtant, ces modèles restent peu satisfaisants princi-
palement car ils demandent des temps de calcul élevés. Une prise en compte de l’interface
acier-béton à l’échelle d’un bâtiment industriel avec ce type d’approches reste toujours fas-
tidieuse [Phan et al., 2015] voire impossible. Le but de ce travail de thèse est de proposer
des stratégies de modélisation de l’interface acier-béton ayant le coût numérique le plus bas
possible et étant applicables à l’échelle de l’ouvrage. Pour cela, une approche multi-échelle
est proposée. Cette approche consiste à définir un macro-élément capable de reproduire le
comportement de l’acier et de l’interface acier-béton reliés au moyen d’une densité d’efforts
d’adhérence. Le macro-élément de [Sahyouni et al., 2022] initialement développé pour lier
une inclusion rigide à un domaine de sol qui l’entoure est développé et adapté à la problé-
matique de l’interface acier-béton. Cette approche est intégrée dans des calculs de structures
bidimensionnels (2D) et tridimensionnels (3D). En parallèle, une méthode de modélisation
de l’interface dans le cadre d’éléments poutres inspirée des travaux de [Yousefi et al., 2020]
et de [Abtahi et Li, 2023] est présentée. En particulier, les éléments poutres sont bien connus
pour leur avantage de fournir des résultats numériques précis avec des temps de calcul rai-
sonnables. Un enrichissement est introduit par rapport à des théories de poutre classiques
avec le déplacement de l’acier défini comme un degré de liberté supplémentaire au niveau
des noeuds. Une extension de cette approche vers des éléments plaques est réalisée. Les
différentes techniques proposées dans ce travail sont utilisées pour modéliser des tests ex-
périmentaux de caractérisation du comportement de l’interface. Des exemples structuraux
de poutres en flexion trois et quatre points sont également modélisés. Les applications pré-
sentées démontrent la robustesse des approches proposées et leur capacité à reproduire le
comportement expérimental d’éléments structuraux en béton armé.
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Abstract

The characterization of the mechanical behavior of reinforced concrete structures is a
major challenge, especially when loads beyond the design level are considered. In this case,
local information on the cracking behavior of concrete is crucial to evaluate structural per-
formance. This is particularly important in case of civil engineering structures, particularly
those for industrial purposes, exhibiting waterproofing requirements. Considering the inter-
action between concrete and steel reinforcement in numerical simulations has an important
impact on the realistic estimation of the cracking process. In addition, the energy dissipation
within this interface is approximately estimated up to 15-20% of the total material energy
dissipation in reinforced concrete structures [Huguet Aguilera, 2016]. For the aforementioned
reasons, numerical modeling of this interface is essential for the good realistic reproduction
of the behavior of these structures. Several models are proposed in the literature in different
methodological frameworks (interface elements [Richard et al., 2010], enhanced elements
[Gutiérrez et al., 2018] etc.) to describe the interface between steel and concrete. However,
these models remain unsatisfactory mainly because they require an excessive need of calcu-
lation resources. Taking into account the steel-concrete interface behavior at the scale of an
industrial building with this type of approaches remains tedious [Phan et al., 2015] and even
impossible. The aim of this thesis work is to propose representative modeling strategies for
the steel-concrete interface with the lowest possible numerical cost. For this, a multi-scale
approach is proposed. It consists of defining a macro-element capable of reproducing the
behavior of the steel and the steel-concrete interface connected by means of a bond stresses
density. The macro-element of [Sahyouni et al., 2022] initially developed to link a rigid in-
clusion to a surrounding soil domain is developed here and adapted to the steel-concrete
interface problematic. This approach is implemented into two-dimensional (2D) and three-
dimensional (3D) structural calculations. In parallel, a modeling methodology of the interface
behavior in the framework of beam elements inspired by the works of [Yousefi et al., 2020]
and [Abtahi et Li, 2023] is presented. Indeed, beam elements are well known for their ad-
vantage of providing accurate numerical results within a reasonable computation time. An
enhancement is introduced to classical beam theories with the longitudinal steel displacement
defined as an additional degree of freedom at the level of the beam nodes. An extension of
this approach to plate elements is carried out. The various techniques proposed in this work
to model the steel-concrete interface behavior are used to model several experimental tests
that characterize the interface behavior. Structural examples of three-point and four-point
flexural tests on reinforced concrete beams are also modeled. The presented applications
demonstrate the robustness of the proposed approaches and their ability to reproduce the
experimental behavior of reinforced concrete structural elements.
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Chapitre 1

Introduction

La caractérisation du comportement mécanique des structures en béton armé est un
défi majeur, en particulier lorsque des sollicitations au-delà du niveau de dimensionnement
sont considérées. Afin d’assurer une plus grande robustesse numérique des approches non
linéaires utilisées dans la modélisation des structures en béton armé, il est nécessaire de
prendre en compte les différentes sources de dissipation d’énergie. Cela inclut la dissipation
visqueuse, la dissipation numérique liée au schéma d’intégration temporelle, et surtout les
dissipations matérielles dont l’interaction entre le béton et les armatures en acier qui se
produit à l’interface acier-béton. En effet, le fonctionnement mécanique du béton armé repose
sur un transfert d’efforts entre l’acier et le béton via l’interface entre ces deux matériaux.
Dès que les premières fissures apparaissent dans le béton, les propriétés de l’acier peuvent
être exploitées, à condition que l’interface acier-béton transmette les forces correspondantes.
Cette interface est le lieu d’une série de phénomènes, notamment une redistribution des
contraintes au voisinage des fissures. La prise en compte de cette interface acier-béton a
donc une importance significative sur le processus de fissuration des structures en béton
armé et sur la répartition spatiale des fissures. De plus, la dissipation d’énergie au sein cette
interface constitue environ 15-20% de l’énergie matérielle dissipée [Huguet Aguilera, 2016].

La figure 1.1 présente une étude d’une plaque en béton armé ferraillée dans deux sens (x
et y), modélisée dans [Huguet Aguilera, 2016]. Les résultats obtenus (figure 1.1) concernant
la dissipation d’énergie donnent un ordre de grandeur de la contribution du comportement
de l’interface acier-béton à la dissipation d’énergie totale matérielle.
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Figure 1.1 – Exemple de plaque en béton armé étudié dans [Huguet Aguilera, 2016].

Pour une représentation réaliste du processus de fissuration des structures en béton armé
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et une meilleure estimation de leur dissipation d’énergie, il est indispensable de représenter
le comportement de l’interface entre le béton et les aciers de renfort. Plusieurs modèles sont
proposés dans la littérature dans différents cadres méthodologiques (éléments d’interface
[Richard et al., 2010], éléments enrichis [Gutiérrez et al., 2018] ...) pour décrire l’interface
entre l’acier et le béton. Ces modèles sont, le plus souvent, intégrés dans des analyses fines
et détaillées (2D et 3D), afin d’améliorer la prévision du comportement local et global d’un
élément structural. Dans le cas de structures industrielles à grande échelle avec des murs
porteurs, l’interface acier-béton est rarement intégrée explicitement. En effet, une description
de l’interface acier-béton à l’échelle d’un bâtiment industriel reste encore fastidieuse.

Ce travail de thèse vise principalement à améliorer la manière dont est prise en compte
la dissipation d’énergie au niveau de l’interface acier-béton dans le cadre de la méthode des
éléments finis. Plus précisément, l’objectif est de développer des techniques de modélisation
numérique de cette interface qui soient à la fois représentatives de son comportement, et qui
maintiennent le coût de calcul aussi bas que possible. Les structures d’intérêt pour lesquelles
les différentes techniques proposées dans ce travail de thèse sont développées sont les struc-
tures en béton armé à grande échelle, plus particulièrement les barrières de confinement des
enceintes, et les bâtiments annexes d’une structure voiles-planchers des centrales nucléaires.
Une modélisation 3D de ces structures peut fournir une réponse détaillée de leur comporte-
ment. Néanmoins, ce type de modélisation peut demander des temps de calculs élevés. Ces
structures peuvent également être modélisées avec un assemblage d’éléments finis plaques,
vu leur géométrie présentant une faible épaisseur par rapport aux autres dimensions.

Plusieurs approches multi-échelles sont proposées en fonction du type d’élément fini uti-
lisé. Une première approche est proposée pour être utilisée avec des éléments finis classiques
2D et 3D. Elle consiste à définir un macro-élément capable de reproduire le comportement
de l’acier et de l’interface acier-béton reliés au moyen d’une densité d’efforts d’adhérence. Le
macro-élément de [Sahyouni et al., 2022] initialement développé pour lier une inclusion rigide
à un domaine de sol qui l’entoure est développé dans ce travail de thèse et adapté à la pro-
blématique de l’interface acier-béton. Une deuxième approche est proposée pour incorporer
le comportement d’interface dans des éléments poutres et plaques via des enrichissements
cinématiques. Cette proposition définit les déplacement longitudinaux des noeuds d’acier
comme des degrés supplémentaires par rapport aux formulation classiques de poutres et de
plaques. En effet, les éléments poutres et plaques sont bien connus pour permettre de fournir
des résultats numériques précis tout en économisant du temps de calcul par rapport aux
simulations 2D et 3D complètes. Cette formulation permet de conserver les avantages des
cinématiques de poutres et de plaques auxquelles se superposent les effets des barres d’acier
et des interactions d’adhérence acier-béton.

Le chapitre 2 de ce travail présente un état de l’art sur la description du comportement
physique de l’interface, les essais expérimentaux qui les caractérisent, et les approches de
modélisation numérique de son comportement.

Le chapitre 3 décrit la formulation du macro-élément dans le contexte d’un cadre de mo-
délisation multi-échelle. Une structure en béton armé est maillée en deux types d’éléments
finis : des éléments finis en béton 2D/3D, et des macro-éléments. Chaque macro-élément est
lui formé d’un assemblage d’une série d’éléments biphasiques. La formulation de l’élément
biphasique assemble un élément barre à 3 noeuds qui représente l’acier, un élément barre à
3 noeuds qui représente l’interface, et des contributions de contraintes d’adhérence. Une ré-
solution structurée est réalisée avec deux algorithmes de Newton Raphson complémentaires
définis à l’échelle globale de la structure et à l’échelle locale de chaque macro-élément. Une
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technique de condensation statique est adoptée pour calculer les degrés de liberté internes
du macro-élément localement. Ce chapitre contient des illustrations de l’application de la
méthode ainsi que des exemples de validation, tant au niveau élémentaire que structural. Un
avantage principal de la technique de résolution sous structurée est qu’elle permet en général
une meilleure convergence des calculs non linéaires, tout en étant ergonomique pour l’utili-
sateur. Pour démontrer cela, la robustesse de l’approche est comparée à celle de différents
modèles d’interface issus de la littérature. Cette comparaison montre que la résolution struc-
turée permet de simplifier la convergence globale. Les exemples d’application montrent la
bonne reproduction du comportement expérimental des structures en béton armé et l’impor-
tance de la modélisation de cette interface pour la description du comportement de fissuration
de ces structures.

Les macro-éléments sont reliés aux éléments de béton par le biais de relations cinémat-
iques. Pour ce faire, une technique de projection cinématique est proposée et adoptée. Les
détails de cette méthode sont exposés dans le chapitre 4, qui présente sa formulation ainsi que
des exemples de validation. Il est également démontré dans ce chapitre que cette approche
allège le calcul par rapport à des techniques classiques d’imposition de relations cinématiques.

Le chapitre 5 présente une approche de modélisation polyvalente de l’interface dans le
cadre d’éléments poutres et plaques en béton armé. Elle consiste à assembler des éléments
classiques poutres (généralisées ou multifibres) ou plaques (monocouches ou multicouches)
avec des éléments barres en acier. À cet assemblage est ajoutée la contribution des contraintes
d’adhérence acier-béton. Des exemples de validation et d’application détaillés dans ce cha-
pitre démontrent le bon fonctionnement de l’approche et la bonne représentation du com-
portement expérimental des structures en béton armé.

Le chapitre 6 est dédié aux conclusions générales et aux perspectives.

22

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 2

Comportement de l’interface
acier-béton : bibliographie

2.1 Comportement physique
Le transfert des efforts entre l’acier et le béton s’effectue au niveau de l’interface acier-

béton. L’adhérence désigne une résistance contre le mouvement relatif entre les deux matéria-
ux. Elle peut déterminer :

• la distribution des fissures : plus l’adhérence est importante, plus le nombre de fissures
augmente avec des ouvertures associées plus petites. L’adhérence peut donc empêcher
la formation de grandes fissures localisées [Techniques de l’ingénieur, 2006] ;

• le scellement des barres : l’adhérence acier-béton est plus importante avec des barres
d’acier HA (haute performance, barres avec des crénelures) que des barres rondes et
lisses. Les crénelures des aciers HA augmentent la surface de contact entre les deux
matériaux, et donc l’adhérence à l’interface. Pour cette raison, les codes de dimension-
nement des structures (l’Eurocode 2 par exemple) précisent des valeurs plus élevées
pour les longueurs d’ancrage nécessaires de l’acier dans le béton lors de l’utilisation
des barres de renfort lisses et rondes par rapport aux longueurs déterminées avec des
barres HA [Techniques de l’ingénieur, 2006].

Pour une armature soumise à un effort de traction scellée dans un massif de béton, l’aug-
mentation progressive de cet effort peut générer une rupture du béton, de l’acier, et de leur
interface. Plusieurs modes de rupture peuvent être observés [Saliba, 2014] :

• arrachement d’un cône de béton ;
• rupture par traction de l’acier ;
• éclatement du béton ;
• glissement relatif entre l’acier et le béton.

La longueur de contact entre l’acier et le béton affecte naturellement le mode de rupture.
Pour des longueurs d’ancrage très petites, c’est l’éclatement du béton qui est le premier
phénomène à se produire. Avec une adhérence parfaite entre l’acier et le béton, deux modes
de rupture sont possibles en fonction de la longueur d’ancrage : soit un arrachement d’un
cône de béton, soit une rupture de la barre d’acier (figure 2.1).

Dans le cas d’une rupture par arrachement d’un cône de béton, la zone dans laquelle
la barre d’acier est en contact avec le béton reste généralement saine. La rupture de l’acier
devient le phénomène prépondérant avec des longueurs d’ancrage plus importantes. Dans le
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Arrachement d’un cône de béton Rupture de l’acier Éclatement du béton 

Acier
Béton

Figure 2.1 – Modes de ruine d’un ensemble d’une barre d’acier environnée par un volume
de béton.

cas des structures en génie civil, les armatures libres ne se trouvent pas souvent au bord
mais au sein de la structure. Le mode de rupture le plus observé sera donc caractérisé par
un glissement relatif entre les deux matériaux. Ce glissement est accompagné de plusieurs
phénomènes qui conduisent à des fissurations se produisant à l’échelle locale de la zone du
béton au voisinage de l’acier.

Dans la suite, une description plus détaillée de ce mode est présentée, avec une attention
particulière apportée aux lois d’adhérence. Le comportement local de l’interface acier-béton
avec des barres HA est décrit dans [Lutz et Gergely, 1967]. Il peut être décomposé en diffé-
rentes phases qui se produisent avec l’augmentation du chargement et qui sont les suivantes :

• phase 1 : phase d’adhésion physico-chimique. L’adhérence est dite parfaite. La valeur
de l’adhérence augmente avec l’augmentation du chargement, le transfert d’efforts
entre le béton et l’acier n’est généralement pas affecté.

• phase 2 : lors de cette phase, des microfissures transversales apparaissent autour de la
barre d’acier. Le glissement commence à augmenter et le béton se comprime jusqu’à
la fin de cette phase où des fissures longitudinales commencent à apparaître.

• phase 3 : lors de cette phase le glissement augmente, ce qui génère une augmentation
du nombre de fissures. Les fissures longitudinales se développent et se localisent. À la
fin de cette phase, on observe une décohésion de la barre d’acier.

• phase 4 : du fait de la décohésion entre l’acier et le béton, un adoucissement apparait.
Cela signifie que la résistance de l’interface diminue et donc que le glissement augmente
de manière significative.

• phase 5 : c’est la phase de la rupture. Le béton et l’acier ne sont plus solidaires entre
eux.

Pour les armatures rondes et lisses, les phases 2 et 3 ne sont pas observées en raison de la
forme des armatures. Le comportement adoucissant mentionné en phase 4 apparaît bien plus
tôt par rapport aux barres HA.

Au cours des phases de comportement de l’interface, des contraintes tangentielles le long
des barres d’acier et des contraintes radiales perpendiculaires à la direction de ces barres se
produisent. Pour caractériser ces phases, notamment dans la direction tangentielle, des loi
d’adhérence sont généralement utilisées. Ces lois relient la contrainte d’adhérence à l’interface
au glissement longitudinal des renforts par rapport au béton. Le sous-chapitre 2.2 est dédié
à la description de ces lois.
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2.2 Lois d’adhérence
Afin de quantifier les observations expérimentales et les exploiter, une loi d’adhérence

entre l’acier et le béton est souvent utilisée. Il s’agit d’une courbe qui relie la valeur de la
contrainte d’adhérence τ à celle du glissement g. La contrainte d’adhérence est définie comme
la contrainte surfacique (encore appelée contrainte vraie) au niveau de la surface de contact
entre les deux matériaux. Le glissement quant à lui est défini comme le déplacement relatif
moyen entre l’acier et le béton. À noter que la loi d’adhérence est identifiée pour un état de
confinement (actif et passif) donné. Les différentes phases de comportement décrites aussi
par [Frantzeskakis, 1987] sont présentées sur la figure 2.2. Les lois sont réparties en deux
familles, celles qui sont utilisées pour les chargements monotones et celles qui sont utilisées
pour les chargements cycliques.

Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 4 Phase 5

Fissures longitudinales 

(éclatement)

Micro-fissures 

transversales

Fissures par compression

Adhérence résiduelle (asymptote)

Zone de décollement

𝜏

𝑔

Figure 2.2 – Phases de comportement de l’adhérence acier-béton selon [Frantzeskakis,
1987].

2.2.1 Chargements monotones

Dans la littérature, plusieurs expressions sont proposées pour les lois d’adhérence. Ces
expressions peuvent être utilisées dans les simulations numériques. Différentes lois provenant
de différents travaux sont regroupées dans le tableau 2.1.

Il est à noter qu’une dépendance de la loi d’adhérence peut être analytiquement proposée
afin de tenir compte de l’effet du confinement actif et passif [Walraven et al., 2012] qui
font croître la résistance de la liaison. De plus, l’effet de la corrosion des armatures sur la
loi d’adhérence est étudié dans [Almusallam et al., 1996] [Lejouad, 2020]. Par rapport à
une courbe de référence d’adhérence pour de l’acier non corrodé, une augmentation de la
contrainte maximale d’adhérence et un comportement post-pic plus fragile sont observés à
des taux de corrosion faibles. En revanche, à des taux de corrosion élevés, une diminution
brutale de la contrainte ultime d’adhérence et un comportement encore plus fragile sont
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Référence Illustration Expression

[Ngo et Scordelis, 1967]

𝑔

𝜏

𝑘

τ = kg

[Nilson, 1968]

𝑔2𝑔1
𝑔

𝜏2

𝜏1

𝜏

τ = k1g − k2g2 + k3g3

[Yankelevsky, 1997]

𝑔1 𝑔3𝑔2

𝜏3

𝜏1 = 𝜏2

𝜏

𝑔

τ = τ1
g1

g pour g ≤ g1
τ = τ1 pour g1 < g ≤ g2

τ = τ1 − (τ1 − τ3)
(

g−g2
g3−g2

)
pour g2 < g ≤ g3

τ = τ3 pour g3 < g

[Eligehausen et al., 1982]
[Harajli, 1994]
[Desnerck et al., 2010]

𝑔1 𝑔3𝑔2

𝜏3

𝜏1 = 𝜏2

𝜏

𝑔

τ1
(

g
g1

)α
pour g ≤ g1

τ = τ1 pour g1 < g ≤ g2

τ = τ1 − (τ1 − τ3)
(

g−g2
g3−g2

)
pour g2 < g ≤ g3

τ = τ3 pour g3 < g

[Yankelevsky et al., 1992]

𝜏

𝑔

Contrainte Mécanique
Contrainte de frottement
Contrainte totale

τ = τmécanique + τfrottement

τmécanique = k1g
De−αg

τfrottement =
τug

g + τu

[Khalfallah et Ouchenane, 2007]

𝜏

𝑔

𝜏2
𝜏1

𝑔2𝑔1
𝑘1

𝑘2 τ = k1g pour g ≤ g1
τ = τ1 + k2 (g1 − g) pour g1 < g ≤ g2

[Banholzer et al., 2005]

𝜏

𝑔

𝜏2
𝜏1

𝑔2𝑔1 𝑔3 𝑔4

𝜏3
𝜏4

Expression linéaire par morceaux.

[Kwak et Kim, 2001]

𝜏

𝑔

𝜏2
𝜏1

𝑔3𝑔1
𝑘1

𝑘2

𝑔2

τ = k1g pour g ≤ g1
τ = τ1 + k2 (g1 − g) pour g1 < g ≤ g2
τ = τ2 pour g2 < g ≤ g3

[Haskett et al., 2008]

𝜏

𝑔

𝜏1

𝑔1 𝑔2

τ1
(

g
g1

)α
pour g ≤ g1

τ = τ1 − τ1
(

g
g2

)
pour g1 < g ≤ g2

τ = 0 pour g2 < g

[Torre-Casanova, 2012]

𝑔1 𝑔2

𝜏2

𝜏1

𝜏

𝑔

τ1
(

g
g1

)0.3
pour g ≤ g1

τ =
(

τ2−τ1
g2−g1

)
g +

(
τ1g2−τ2g1

g2−g1

)
pour g1 < g ≤ g2

τ = τ2 pour g2 < g

Tableau 2.1 – Lois d’adhérence - chargement monotone.
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notés. Ces observations sont décrites dans [Almusallam et al., 1996] et [Lejouad, 2020] (voir
figure 2.3) pour des lois d’adhérences dans la direction longitudinale d’acier, et considérées
dans les directions longitudinale et normale dans [Richard, 2010].
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Figure 2.3 – Influence du taux de corrosion sur la loi d’adhérence selon [Lejouad, 2020].

D’autres facteurs influençant le comportement d’adhérence sont également observés et
considérés pour la définition des lois d’adhérence comme l’effet d’un chargement thermique
élevé [Gao et al., 2013] et la plastification des barres d’acier [Fib, 2010].

Bien que la contrainte maximale d’adhérence ait généralement tendance à décroître avec
l’augmentation de la température, quelques travaux constatent expérimentalement une ten-
dance contraire dans une plage initiale de températures élevées, jusqu’à environ 300 °C. Cette
augmentation inattendue peut être attribuée à des différences subtiles dans les coefficients
de dilatation thermique d’acier et de béton, notamment une augmentation du confinement
du béton par rapport à l’acier [Gao et al., 2013]. La figure 2.4 montre les évolutions du ratio
de la contrainte maximale d’adhérence pour une interface exposée à une haute température
par rapport à sa valeur à température ambiante, fournies par différents travaux de la lit-
térature [Diederchs et Schneider, 1981] [Hu, 1989] [Morley et Royles, 1983] [Milovanovf et
Salmanov, 1954] [Reichel, 1978] [Haddad et al., 2008]. Certains de ces travaux étudient le
comportement d’interface acier-béton à haute température. D’autres l’étudient après refroi-
dissement. La plastification des barres d’acier diminue la valeur de contrainte maximale de
la loi d’adhérence [Fib, 2010] [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015].

2.2.2 Chargements cycliques

Plusieurs lois cycliques d’adhérence plus ou moins complexes sont proposées dans la
littérature.

Une loi cyclique proposée par [Verderame et al., 2009] vise à représenter l’interface avec
des aciers lisses utilisés dans les anciens ouvrages en béton armé. La courbe enveloppe de la
loi est supposée constante même après les différents cycles de charges/décharges.

Une loi plus poussée est proposée par [Murcia-Delso et al., 2011] avec une courbe en-
veloppe réduite sous l’effet du chargement cyclique appliqué. La loi peut être utilisée pour
du béton armé comportant de barres d’acier HA présentant des crénelures. Elle définit une
contrainte tangentielle d’adhérence comme une combinaison de deux types de contraintes :
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Figure 2.4 – Influence d’un chargement thermique élevé sur le comportement d’interface
acier-béton [Gao et al., 2013].

une contrainte de frottement, et une contrainte tangentielle de rupture par compression (bea-
ring stress). Deux variables d’endommagement sont associées aux deux types de contraintes.
Cette loi est inspirée d’une loi cyclique formulée dans [Eligehausen et al., 1982] avec une
seule variable d’endommagement.

Une version plus complète de la loi de [Murcia-Delso et al., 2011] est proposée ultérieure-
ment par [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015]. Cette nouvelle version définit, en plus des
contraintes tangentielles, des contraintes normales perpendiculaires à la direction des barres
d’acier.

D’autres lois sont encore proposées dans la littérature pour les chargements cycliques
comme dans [Mazzarolo et al., 2012] où une loi est proposée avec une justification en termes
d’énergie dissipée.

Le choix s’est porté dans ce qui suit sur la présentation de trois lois d’adhérence cy-
cliques de complexités différentes : la loi de [Verderame et al., 2009], la loi de [Murcia-Delso
et al., 2011], et celle de [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015]. La présentation de la loi de
[Verderame et al., 2009] s’avère intéressante puisqu’elle a l’avantage d’être simple, vu qu’elle
ne dégrade pas l’adhérence avec les cycles de charges/décharges. De plus, cette loi ne né-
cessite pas l’identification de beaucoup de paramètres. La loi de [Murcia-Delso et al., 2011]
est également détaillée car elle permet, contrairement à la loi de [Verderame et al., 2009],
de dégrader l’adhérence selon les cycles charges/décharges. Cela la rend plus représentative
que la loi de [Verderame et al., 2009] pour la modélisation de l’interface lors de l’utilisation
d’aciers de renfort HA. La présentation de la loi de [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015]
est par ailleurs intéressante puisqu’elle fournit un cadre général dans lequel des contraintes
tangentielles et normales par rapport à la direction de l’acier sont prises en compte.

Dans ce travail de thèse, l’attention est portée sur la modélisation du comportement
tangentiel de l’interface. La loi de [Murcia-Delso et al., 2011] sera utilisée pour des exemples
d’application dans les chapitres 3 et 5.

28

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



2.2.2.1 Loi d’adhérence de [Verderame et al., 2009]

La courbe enveloppe de cette loi formule le lien entre la contrainte d’adhérence τ et le
glissement g comme suit :

τ = τ1

(
g

g1

)α

pour g ≤ g1 (2.1)

τ =

(
τ2 − τ1
g2 − g1

)
g +

(
τ1g2 − τ2g1
g2 − g1

)
pour g1 < g ≤ g2 (2.2)

τ = τ2 pour g2 < g ≤ g3 (2.3)

Le paramètre α de l’équation (2.1) peut être calibré par rapport à la courbe (τ, g) expéri-
mentale et est identifié comme suit :

α =
τ1g1
A1,exp

− 1 (2.4)

où A1,exp est l’aire sous la partie pré-pic de la courbe (τ, g), τ1 et g1 sont les valeurs de
contrainte et de glissement pour le point du pic. Pour une valeur de glissement plus grande
que g2, la contrainte d’adhérence de la courbe enveloppe demeure constante et égale à τ2. La
pente p caractérisant la partie adoucissante de la courbe peut également être calibrée comme
suit :

p =
g1 (τ1 − τ2)

2

2τ1 [ A2,exp − τ2 (g3 − g1)]
(2.5)

𝜏

𝑔

𝜏1

𝜏2

𝑔1 𝑔2

1
p

𝑔3

A1,exp
A2,exp

Figure 2.5 – Enveloppe de la loi d’adhérence proposée par [Verderame et al., 2009].

Des valeurs moyennes de 0.31
√
fc et 0.13

√
fc sont estimées pour τ1 et τ2 respectivement,

fc étant la résistance à la compression du béton. Une fois que la pente p est déterminée, la
valeur de g2 peut être déduite pour caractériser l’intersection de la deuxième et la troisième
partie de la courbe de la figure 2.5 (équations (2.2) et (2.3)). g3 est la dernière valeur de
glissement de cette courbe enveloppe. En ce qui concerne les cycles de charges/décharges,
ces derniers sont définis selon la figure 2.6.

Les valeurs de τr et de τc (figure 2.6) sont estimées à 0.09
√
fc et 0.05

√
fc respectivement,

les indices r et c étant utilisés pour désigner les comportements résiduel et cyclique. La pente
de décharge est supposée égale à celle de recharge et est estimée expérimentalement à 15
MPa/mm . Pour cette loi, la courbe enveloppe de la figure 2.6 est supposée constante et
donc n’est pas pas affectée par le nombre de cycles de charges/décharges.
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Figure 2.6 – Loi d’adhérence pour un chargement cyclique donnée par [Verderame et al.,
2009].

𝑔1 𝑔3𝑔2 = 1.1𝑔1

0.4𝜏1

𝜏1 = 𝜏2

𝜏

0.1𝑔1 𝑔

0.25𝜏1

Figure 2.7 – Courbe enveloppe initiale de la loi d’adhérence de [Murcia-Delso et al., 2011].

2.2.2.2 Loi d’adhérence de [Murcia-Delso et al., 2011]

La courbe enveloppe initiale est définie selon la figure 2.7.
Les équations constitutives de cette courbe enveloppe sont exprimées comme suit :

τ = 4
τ1
g1
g pour g ≤ 0.1g1 (2.6)

τ = τ1

[
1− 0.6

(
g − g1
0.9g1

)4
]

pour 0.1g1 < g ≤ g1 (2.7)

τ = τ1 pour g1 < g ≤ g2 (2.8)

τ = τ1

[
1− 0.75

g − 1.1g1
g3 − g1

]
pour g2 < g ≤ g3 (2.9)

τ = 0.25τ1 pour g3 < g (2.10)

Pour cette courbe enveloppe, la contrainte d’adhérence est supposée être la combinaison de
plusieurs types de contraintes : une contrainte de frottement τf et une contrainte tangentielle
de rupture par compression (bearing stress) τb. La contrainte maximale τ1 est ensuite estimée
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𝑔1 𝑔3𝑔2 = 1.1𝑔1
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0.25𝜏1

Contraintes de frottement

0.75𝜏1

Contraintes tangentielles de
rupture par compression

Contraintes totales

Figure 2.8 – Différents types de contraintes pour la loi d’adhérence proposée par [Murcia-
Delso et al., 2011].

en considérant une contribution de 25 % de la contrainte de frottement et de 75 % de la
contrainte de rupture par compression. Ces contributions sont illustrées sur la figure 2.8.

Deux variables d’endommagement sont définies : db et df . Elles sont reliées aux contraintes
τb et τf respectivement. Les nouvelles courbes enveloppe réduites τb,r et τf,r peuvent être
déduites à tout moment selon les équations suivantes :

τb,r = (1− db) τb (2.11)

τf,r = (1− df ) τf (2.12)

db et df sont exprimées respectivement comme étant :

db = 1− e
2.5

(
gmax
g3

)0.8

(2.13)

df =
g+max + g−max

g3

(
1− e

0.4
(

gmax
g3

)0.75
)

(2.14)

avec :
gmax = 0.75max

(
g+max, g

−
max

)
+ 0.125

(
g+max + g−max

)
(2.15)

gmax est le glissement total cumulé des deux directions tangentielles de sens opposé. g+max et
g−max sont les valeurs de glissement maximal atteintes depuis le début du chargement dans
les deux directions. La courbe de la loi cyclique est illustrée dans la figure 2.9. La contrainte
τrev de la figure 2.9 est déterminée en fonction de la contrainte τf,r, de la valeur maximale
atteinte par le glissement, et de la valeur du glissement g1.

τrev =
max (g+max, g

−
max)

g1
τf,r avec

max (g+max, g
−
max)

g1
≤ 1 (2.16)

Les pentes des parties de décharges/recharges k sont supposées être les mêmes et s’expriment
comme suit :

k = 4
τ1
g1

(2.17)
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Courbe enveloppe réduite des contraintes
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Figure 2.9 – Loi d’adhérence cyclique proposée par [Murcia-Delso et al., 2011].

2.2.2.3 Loi d’adhérence de [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015]

Cette loi repose sur des hypothèses similaires à celles de la loi de [Murcia-Delso et al.,
2011] en termes de contraintes de frottement et de rupture par compression. Toutefois, des
contraintes normales y sont introduites et définies.

La contrainte tangentielle τ2 est exprimée comme une combinaison des composantes de
frottement τf et de contraintes dues aux fissurations par compression τb. Ces deux contraintes
sont définies pour une barre d’acier dont le comportement est supposé rester élastique et qui
subie une action d’arrachement sous un chargement monotone.

τ2 = ρn (ρb,sρb,cτb + ρf,sρf,cτf ) (2.18)

ρn est un facteur de réduction qui prend en compte l’ouverture des nouvelles fissurations
autour de la barre d’acier. ρb,s et ρf,s sont des facteurs de réduction qui prennent en compte
la réduction des contraintes τb et τf en fonction des contraintes au sein de la barre d’acier. ρb,c
et ρf,c sont deux variables internes qui prennent en compte l’histoire de charges/décharges
subies par l’interface. L’évolution des contraintes tangentielles de cette loi est illustrée par
la figure 2.8 pour la courbe globale enveloppe et par la figure 2.9 pour le comportement
cyclique. Pour τb, les équations constitutives sont exprimées dans le tableau 2.2.

g ≤ 0 g > 0

τb = 3τ1
g1

g pour 0 < g ≤ 0.1g1 τb = −1.6 τ1
g1

|g| pour − 0.15g1 < g ≤ 0

τb = τ1

[
0.75− 0.45

(
g−g1
0.9g1

)4
]

pour 0.1g1 < g ≤ g1 τb = −τ1

[
0.6− 0.36

(
|g|−1.5g1
1.35g1

)4
]

pour − 1.5g1 < g ≤ −0.15g1

τb = 0.75τ1 pour g1 < g ≤ 1.1g1 τb = −0.6τ1 pour − 1.6g1 < g ≤ −1.5g1

τb = 0.75τ1
[
1− g−1.1g1

g3−g1

]
pour 1.1g1 < g ≤ g3 τb = −0.6τ1

[
1− |g|−1.6g1

g3−1.6g1

]
pour − g3 < g ≤ −1.6g3

τb = 0 pour g3 < g τb = 0 pour g < g3

Tableau 2.2 – Expressions de τb pour la loi d’adhérence de [Murcia-Delso et Benson Shing,
2015].

Pour τf , elle est exprimée comme détaillé dans le tableau 2.3.
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g ≤ 0 g > 0

τf = τ1

[
0.25− 0.15

(
g−g1
0.9g1

)4
]

pour 0.1g1 < g ≤ g1 τf = −τ1

[
0.25− 0.15

(
|g|−g1
1.35g1

)4
]

pour − 1.5g1 < g ≤ −0.15g1

τf = τ1

[
0.25− 0.15

(
g−g1
0.9g1

)4
]

pour 0.1g1 < g ≤ g1 τf = −τ1

[
0.25− 0.15

(
|g|−g1
1.35g1

)4
]

pour − 1.5g1 < g ≤ −0.15g1

τf = 0.25τ1 pour g1 < g τf = −0.25τ1 pour g < −1.5g1

Tableau 2.3 – Expressions de τf pour la loi d’adhérence de [Murcia-Delso et Benson Shing,
2015].

En ce qui concerne les coefficients de réduction, ρn est calculé comme suit :

ρn = 1 pour s1 ≤ 0.5h
ρn = 2

(
1− s1

h

)
pour 0.5h < s1 ≤ h

ρn = 0 pour s1 > h
(2.19)

avec :
• h : hauteur des crénelures de l’acier ;
• s1 : ouverture de fissure normale à la direction de l’acier.

Les coefficients ρb,s, ρf,s sont calculés comme suit :

ρf,c = 1−min

(
g+max + g−max

g3
, 1

)(
1− e

−0.45
(

gcum
g3

)0.75
)

(2.20)

ρb,c = 1.2e
−2.7

(
gmax
g3

)0.8

≤ 1 (2.21)

avec :
• gmax = 0.75max (g+max , g−max ) + 0.25 (g+max + g−max) ;
• gcum : glissement cumulé dans les deux directions. La valeur de gcum est supposée nulle

avant d’atteindre g1 pour la première fois dans l’historique de chargement ;
• g+max et g−max : valeurs de glissement maximal atteint dans les deux directions.

Le calcul des coeffiecients ρb,s et ρf,s est réalisé comme suit :

ρb,s = 1 pour εs ≤ εy
ρb,s =

εsh−εs
εsh−εy

pour εy < εs ≤ εsh
ρb,s = 0 pour εs > εsh

(2.22)

ρf,s = 1 pour εs ≤ εsh
ρf,s =

εu−εs
εu−εch

pour εs > εsh
(2.23)

avec :
• εs : déformation en tension de l’acier ;
• εy : déformation maximale pour le comportement élastique de l’acier.
• εsh : déformation de l’acier à partir de laquelle l’écrouissage est déclenché.

Pour la contrainte τrev (voir figure 2.9 qui peut représenter l’allure générale de la loi),
cette dernière est calculée selon l’équation (2.24) si le glissement n’a jamais atteint une valeur
plus importante que g1 sur toute la durée du chargement et selon l’équation (2.25) sinon.

τrev = 0.25ρnρf,sρf,cτ1 (2.24)

τrev = krev0.25ρnρf,sρf,cτ1 (2.25)
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avec :
krev =

max (g+max, g
−
max)

g1
≤ 1 (2.26)

Pour les contraintes dans les directions 1 et 3 (voir figure 2.10), elles sont déduites comme
suit :

σ1 = −|τ | tan θ + kpen, 1min (s1, 0) (2.27)

σ3 = kpen,3s3 (2.28)

Acier

3

1
2

Béton

𝑠1, 𝜎1

𝑠2, 𝜏2
𝑠3, 𝜏3

Coordonées locales 

de l’interface

Normale Tangentielle Transverse

Figure 2.10 – Directions des coordonnées de l’interface [Murcia-Delso et Benson Shing,
2015].

θ étant un angle de 60◦. Les rigidités kpen,1 et kpen,3 sont généralement très élevées de telle
façon à éviter l’interpénétration entre l’acier et le béton dans la direction normale (kpen,1) en
fixant la barre dans la direction 3 (kpen,3). Plus concrètement, la rotation s3 dans la direction
3 est imposée nulle.

Finalement, il est important d’évoquer que la compréhension des phénomènes physiques
au niveau de l’interface et la modélisation numérique subséquente de celle-ci n’auraient pas
été possibles sans les informations apportées par les essais expérimentaux. Dans le sous-
chapitre suivant, plusieurs essais expérimentaux proposés dans la littérature sont présentés.

2.3 Essais expérimentaux décrivant l’interface
Dans ce sous-chapitre, différents essais expérimentaux proposés et présentés dans la lit-

térature pour identifier le comportement de l’interface acier-béton et le caractériser sont
exposés.

2.3.1 Essais d’arrachement pull-out

La géométrie de l’essai de pull-out est composée d’un échantillon de béton cubique ou
cylindrique traversé par une seule barre d’acier. La translation du béton est bloquée par
un support rigide. La longueur de contact acier-béton est plus petite que la dimension de
l’échantillon de béton. Un déplacement est imposé à l’extrémité de la barre d’acier (voir
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figure 2.11). Le principe de ce type d’essai consiste à supposer que la valeur de l’adhérence
est constante le long de la barre d’acier (pour la longueur de contact acier-béton de l’essai).
Cette contrainte τ peut être calculée comme suit :

τ =
F

dLπ
(2.29)

d étant le diamètre de la barre et L la longueur d’ancrage entre les deux matériaux. Le
glissement g est mesuré à l’extrémité non chargée de l’éprouvette, ce qui permet d’obtenir la
courbe de l’adhérence en fonction du glissement. De même, et pour chaque nouvelle valeur
de déplacement imposé à l’extrémité de la barre, la force F équivalente est mesurée. Pour
cet essai, deux modes de rupture sont prépondérants : une rupture par éclatement du béton
ou par arrachement de la barre d’acier (voir figure 2.12).

Armature

Béton

Support

Déplacement imposé

Figure 2.11 – Principe de l’essai de pull-out.

Pour un enrobage suffisamment grand, la barre d’acier est totalement arrachée à la fin de
l’essai. Une rupture par arrachement de l’acier se produit généralement pour des valeurs de
contraintes d’adhérence et de glissement importantes. De plus, la forme de la partie post-pic
de la courbe (contrainte d’adhérence-glissement) dépend du mode de rupture : un glissement
de la barre d’acier entraîne un adoucissement prononcé contrairement à la rupture d’un cône
de béton qui aboutit à un comportement plus fragile [Soroushian et al., 1991] (voir figure
2.12).

Des essais de pull-out sont réalisés dans [Mezhoud et al., 2017] avec un suivi à l’aide
d’une technique d’émission acoustique. Pour cela, des capteurs piézoélectriques sont placés
sur deux faces latérales opposées du béton. Les résultats montrent des corrélations entre le
nombre des signaux captés, leur intensité, et leur durée, avec le mode de ruine de l’essai de
pull-out (rupture par glissement ou par éclatement du béton).

2.3.1.1 Avantages de l’essai pull-out

Deux avantages principaux peuvent être cités en ce qui concerne l’essai pull-out :
• une grande base de données existe dans la littérature. De nombreux travaux intègrent

ce type d’essai. L’essai pull-out est très adopté et couramment utilisé pour caractériser
le comportement mécanique de l’interface acier-béton [Ngo et Scordelis, 1967] [Torre-
Casanova, 2012] [Lin et Ostertag, 2017] ;

• c’est un essai simple à mettre en œuvre.
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𝑔

𝜏 Rupture par arrachement de la barre d’acier 

Rupture par éclatement du béton

Figure 2.12 – Influence du mode de ruine sur la loi d’adhérence.

2.3.1.2 Limites de l’essai pull-out

L’essai pull-out présente plusieurs limites dont les principales sont citées ci-après :
• le retrait endogène de l’échantillon peut créer un confinement qui peut influencer les

résultats obtenus [Tran et al., 2007] ;
• un frottement entre l’échantillon et la plaque d’acier de support peut également créer

un confinement [Tran et al., 2007] ;
• l’enrobage tout autour de la barre tirée (5 fois le diamètre de la barre selon les re-

commandations de [RILEM, 1970b]) est peu représentatif des valeurs couramment
admises pour des enrobages dans les structures réelles ;

• le post-traitement de cet essai est réalisé en déterminant des grandeurs moyennes du
fait que la contrainte d’adhérence est supposée constante le long de la longueur de
contact. Les valeurs à l’échelle locale de l’interface ne sont généralement pas analysées
[Tran et al., 2007] [Leibovich et al., 2018]. Cette limite de l’essai de pull-out dépend
cependant de la taille de la structure à modéliser. Pour une structure de grandes di-
mensions, l’essai de pull-out peut être considéré comme un volume élémentaire repré-
sentatif. À cette échelle, la taille des éléments finis utilisée pour construire le maillage
est généralement plus grande que les dimensions de ce type d’essais [Mezher, 2022] ;

• les résultats issus de ce test dépendent de nombreux paramètres. Cette dépendance
est discutée dans le paragraphe suivant.

2.3.1.3 Paramètres influençant le comportement de l’interface captés par les
essais de pull-out

[Eligehausen et al., 1982] a étudié l’effet du confinement passif sur la réponse de l’essai
de pull-out. Ce type de confinement est dû à la présence d’acier passif dans l’échantillon
tout autour du béton. Les résultats montrent qu’un confinement passif peut augmenter
l’adhérence et la ductilité de l’ensemble de l’échantillon acier-béton. En ce qui concerne
l’ajout d’un confinement actif provenant de contraintes de confinement appliquées sur les
surfaces libres du béton, les résultats montrent également une augmentation de l’adhérence
et donc de la résistance au glissement [Malvar, 1991] [Turgut et al., 2020]. Il existe de plus
une grande variété de paramètres qui peuvent affecter les résultats de l’essai, parmis lesquels :

• l’épaisseur de l’enrobage [Tepfers, 1973] ;
• les résistances à la compression [Tepfers, 1979] et à la traction du béton [Hortigon
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et al., 2022] ;
• la direction de coulage du béton [Daoud et Lorrain, 2003] ;
• le diamètre du renfort [Abrams, 1913] [Bouazaoui et Li, 2008] ;
• la taille de l’échantillon (ensemble acier et béton) [Bazant et Sener, 1988].

2.3.2 Essais sur des poutres

La traction subie par les armatures dans les structures réelles est souvent la conséquence
d’une mise en flexion d’ensemble. C’est pourquoi l’idée d’évaluer l’adhérence pour un élément
en flexion a été émise. Le premier essai de ce type a été proposé par [ACI Committee 408,
1964], avec une poutre en flexion où le renfort principal n’est pas ancré. Une alternative à cet
essai est suggérée dans [RILEM, 1970a], avec deux éléments de type pull-out reliés par une
rotule sur la partie supérieure de l’éprouvette et une barre d’acier sur la partie inférieure.
L’absence de béton dans la partie reliant les deux éléments permets de mesurer la valeur de
la force de réaction F . Cette alternative est appliquée par [Dancygier et Katz, 2012] pour
tester des bétons fibrés.

ChargementChargement

AppuiAppui

Fenêtres pour mesurer le glissement

Cadres

Barres d’acier

longitudinales

Barre d’acier

principale de

l’essai

Tube en 

caoutchouc

Figure 2.13 – Essai proposé par [ACI Committee 408, 1964] sur une poutre.

2.3.2.1 Avantage des essais sur des poutres

Ce type d’essai étudie le comportement de l’interface pour un élément structurel couram-
ment utilisé en génie civil.

2.3.2.2 Limite des essais sur des poutres

Les essais sur des poutres sont principalement critiqués dans [Tran et al., 2007] à cause
de l’inhomogénéité de la contrainte le long de l’interface.

2.3.3 Essais sur des tirants

Cet essai est le plus souvent utilisé pour caractériser l’influence de l’adhérence acier-béton
sur la fissuration. Plusieurs résultats expérimentaux sont présentés dans la littérature [Clé-
ment, 1987] [Farra et Jaccoud, 1994] [Mivelaz, 1996]. Aux extrémités du tirant, les contraintes
sont nulles au niveau du béton. À travers l’interface, les contraintes imposées sur l’extrémité
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de la barre sont distribuées entre l’acier et le béton. Au début de l’essai, les contraintes dans
l’acier et le béton le long du tirant sont constantes dans une zone centrale comme montré
dans la figure 2.14. Pour cette zone, la déformation longitudinale du béton εb est égale à
celle de l’acier εa.

εa = εb (2.30)

donc :
σa

Ea

=
σb

Eb

(2.31)

avec :
• σa : la contrainte longitudinale de l’acier ;
• σb : la contrainte longitudinale du béton ;
• Ea : le module d’Young de l’acier ;
• Eb : le module d’Young du béton.

d’où :
σa =

Ea

Eb

σb = nσb (2.32)

La force résistante F de l’essai de tirant est exprimée comme suit :

F = Aσa +BσB (2.33)

avec A et B les sections de l’acier et du béton, respectivement. Par la suite, c’est possible
de calculer la contrainte du béton σb comme suit :

σb =
F

B + nA
(2.34)

L’hétérogénéité expérimentale du béton implique que celui-ci ci présente des zones plus faibles
que d’autres. ft étant la résistance à la traction du béton, lorsque F atteint la valeur Ft =
(B + nA)ft, une fissure se forme dans le béton au niveau de sa zone la plus faible (principe
du maillon faible ; les propriétés expérimentales du béton sont les plus faibles au niveau de
l’apparition de la première fissure). Une redistribution des contraintes dans l’acier et le béton
est par suite induite à l’apparition de cette première fissure (figure 2.14). Avec cette nouvelle
distribution, la contrainte dans le béton est nulle au niveau de ses bords et également au
niveau des bords de la fissure. Avec un chargement appliqué monotone croissant à l’extrémité
de la barre d’acier, une redistribution des contraintes dans l’acier et le béton est observée à
chaque fois qu’une nouvelle fissure se forme dans le béton (figure 2.14).

La réponse monotone du tirant est divisée en trois phases (voir figure 2.15) :
• phase élastique ;
• phase de fissuration ;
• comportement de l’acier seul.

2.3.3.1 Avantages des essais sur des tirants

Les avantages principaux des essais sur des tirants peuvent être résumés comme suit :
• le principe de cet essai est simple à mettre en place ;
• la barre en acier de l’essai de tirants représente le mode comportement d’une armature

inférieure classique dans les éléments structurels en flexion.
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Contrainte de 

traction dans l’acier

Contrainte de 

traction dans l’acier

𝑓𝑡

𝜎𝑏

Position

𝑓𝑡

𝜎𝑏

Position

𝑓𝑡

𝜎𝑏

Position

Apparition successive des fissures

𝜎𝑎

Position

Position

𝜎𝑎

Position

𝜎𝑎

Position longitudinale

Temps

Apparition de la première fissure 

Phase de comportement élastique

Début de la phase de fissuration

Fin de la phase de fissuration

Figure 2.14 – Évolution des contraintes de béton σb et d’acier σa en fonction du temps lors
des phases de comportement élastique et de comportement de fissuration de l’essai de tirant.

2.3.3.2 Limite des essais sur des tirants

Le mode de ruine résultant des essais sur des tirants correspond soit à une rupture
longitudinale de l’enrobage, soit à une plastification de la barre l’acier. L’arrachement de la
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Figure 2.15 – Phases de comportement de l’essai de tirant.

barre d’acier n’est pas un phénomène qu’on peut observer. Les essais de tirant ne permettent
pas d’atteindre l’état ultime de l’interface acier-béton (les valeurs de glissement ne sont pas
très élevées) [Tran, 2011].

De plus, cet essai est rarement réalisé avec un chargement cyclique (on peut pourtant
trouver quelques résultats avec des chargements cycliques présentant quelques cycles de
charges/décharges dans [Jang et al., 2019]).

2.3.4 Essai PIAF

Pour l’essai pull-out classique, les valeurs d’adhérence obtenues ne sont pas exactes à cause
du confinement qui est dû au frottement entre le béton et la plaque d’acier (le support) et
au retrait endogène de l’échantillon. De ce fait, ces effets ne sont pas pris en compte dans
l’essai pull-out. L’essai PIAF vise à limiter les efforts latéraux en proposant une géométrie
d’essai ayant une faible épaisseur de 4 cm (voir figure 2.16). La présence de deux fenêtres
dans l’échantillon permet de visualiser la dégradation de l’interface. La manipulation des
résultats peut se faire par la technique de corrélation d’images [Tran et al., 2007].

Déplacement imposé

Fenêtre

Téflon

Béton

A

A

A-A30 cm

50 cm

37.5 cm

2
0

 c
m

Armatures

1
2
 c

m

2
 c

m

4 cm

Figure 2.16 – Principe de l’essai PIAF selon [Tran et al., 2007].

2.3.4.1 Avantages de l’essai PIAF

L’essai PIAF présente les avantages suivants :
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• la petite épaisseur de l’échantillon peut réduire, voire éliminer les effets latéraux ;
• un post-traitement avec la technique de corrélation d’images permet de caractériser

à l’échelle locale le comportement de l’interface.

2.3.4.2 Limite de l’essai PIAF

Même si le principe de l’essai est innovant et vise à dépasser les limites de l’essai pull-
out classique, l’échantillon peut perdre sa stabilité pour des valeurs de déplacement imposé
importantes à cause de la faible épaisseur, ce qui rend cet essai valable uniquement pour les
faibles valeurs de déplacement imposé.

2.3.5 Essais de type push-in

Cet essai a été proposé par [Tixier, 2013]. Le principe est de comprimer la barre d’acier
dans le béton. L’essai vise à reproduire l’état de contrainte du béton comprimé dans le
cas des structures précontraintes comme les enceintes de confinement. Pour déterminer les
déformations à l’échelle locale dans l’échantillon étudié, des fibres optiques sont noyées dans
le béton à différentes distances de l’acier.

Béton

Armature

Support

Déplacement imposé

Béton

Figure 2.17 – Principe de l’essai push-in selon [Tixier, 2013].

2.3.5.1 Avantages de l’essai push-in

Deux avantages principaux peuvent être résumés en ce qui concerne l’essai push-in :
• cet essai représente l’état du béton en compression dans les enceintes de confinement ;
• les mesures par fibres optiques de déformations faites dans [Tixier, 2013] permettent

de caractériser localement le comportement de l’interface acier-béton.

2.3.5.2 Limite de l’essai push-in

Pour le moment, peu d’auteurs ont travaillé sur ce type d’essai. Peu de résultats expérime-
ntaux sont présentés dans la littérature.
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2.4 Modélisation numérique de l’interface
Au niveau local de l’interface acier-béton, et comme présenté dans le sous-chapitre 2.1 de

ce travail, de nombreux phénomènes dissipatifs peuvent avoir lieu. Ainsi, une prise en compte
de cette interface dans les calculs non linéaires de structures demeure une nécessité dès que
l’on s’intéresse à une description fine de la fissuration. Différentes approches de modélisation
de l’interface sont proposées dans la littérature dont les principales sont synthétisées dans la
suite de ce sous-chapitre.

2.4.1 Modélisation de l’interface par des éléments ressorts

Le principe de cette stratégie est d’ajouter entre chaque couple de nœuds acier-béton,
superposés dans la configuration initiale du système, deux ressorts dans les directions normale
et tangentielle par rapport à la direction de la barre d’acier. L’idée a été proposée pour la
première fois par [Ngo et Scordelis, 1967]. Les contraintes σn et σt et les déformations εn et
εt des ressorts seront liées par les équations suivantes :

σn = knεn (2.35)

σt = ktεt (2.36)
Les indices n et t représentent respectivement les directions normale et tangentielle par
rapport à la barre d’acier.

Béton

Acier

𝑘𝑛
𝑘𝑡

𝑛
𝑡

Figure 2.18 – Principe de modélisation de l’interface acier-béton par des éléments ressorts
selon [Ngo et Scordelis, 1967].

En 2D, deux ressorts sont introduits. Pour le cas 3D il est possible d’ajouter 3 ressorts :
deux dans les directions normales et un dans la direction tangentielle par rapport au renfort.
Dans [Ngo et Scordelis, 1967], des valeurs constantes des rigidités normale et tangentielle
kn et kt sont adoptées. Pour cette raison, les ressorts ont des comportements élastiques
linéaires. Ainsi, la dégradation de l’interface n’est pas réellement prise en compte. Toutefois,
la possibilité d’un glissement à l’interface est autorisée comme les déformations εn et εt dans
les directions normale et tangentielle sont prises en compte.

La même idée est reprise par [Nilson, 1968] avec une loi d’adhérence pour la rigidité
tangentielle, ce qui permet de représenter la dégradation dans cette direction. Cette loi est
exprimée dans le tableau 2.1.

La limite de cette approche réside dans la difficulté de la construction du maillage qui
nécessite la définition d’éléments ressorts pour chaque couple de noeuds acier-béton. Cela
augmente par la suite le coût de calcul de la résolution.
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Ressort longitudinal

Ressort transversal

Segment de la barre d’acier

Figure 2.19 – Principe des ressorts utilisé par [Nilson, 1968].

2.4.2 Modélisation de l’interface avec une bande d’éléments finis

L’idée de cette approche est d’ajouter une bande d’éléments finis entre les éléments d’acier
et ceux du béton. Ces éléments représentent l’interface et ont des lois de comportement
associées. Dans [Reinhardt et al., 1984], un comportement plastique endommageable est
attribué à cette bande.

Béton

Interface

Acier

Figure 2.20 – Principe de maillage 2D de l’ensemble acier-béton-interface avec l’approche
de [Reinhardt et al., 1984] de modélisation de l’interface acier-béton.

[Giry, 2011] a utilisé une approche similaire pour un modèle d’interface avec un compor-
tement basé sur la loi d’endommagement de Mazars [Mazars, 1986].

Cette méthode, similairement à la méthode de ressorts (paragraphe 2.4.1), augmente le
nombre d’éléments finis utilisés pour construire le maillage de la structure en béton armé
étudiée. Pourtant, les éléments d’interface ajoutés sont des éléments 2D/3D, numériquement
plus coûteux que les éléments ressorts 1D.

2.4.3 Modélisation de l’interface sous forme d’un problème de frot-
tement entre deux solides

Dans [Raous et Ali Karray, 2009], l’acier et le béton sont supposés être deux solides
distincts qui peuvent avoir des lois de contact entre eux. Une loi de frottement génère la
liaison, avec une condition unilatérale sur le saut de déplacement normal.

[u] = [uN ]n
1 + [uT ] (2.37)

R = RNn
1 +RT (2.38)

[u] et R sont respectivement le saut de déplacement et la force équivalente entre les deux
solides. n1 est le vecteur normal à la surface de contact. Les indices N et T désignent les
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directions normale et tangentielle. Cette approche est validée dans le travail de [Raous et
Ali Karray, 2009] par rapport à des résultats expérimentaux de type pull-out avec des barres
d’acier lisses sans l’introduction de barres HA. Elle est pourtant utilisée dans un cadre de
calcul 2D. Une extension vers un cadre 3D n’est pas présentée.

2.4.4 Modélisation de l’interface avec des éléments dégénérés

Dans le cadre d’une hypothèse d’axisymétrie, [Ramirez, 2005] a formulé un élément 2D
avec une loi de comportement pour l’interface formulée dans un cadre thermodynamique à
l’aide de relations contraintes/déformations. Le potentiel thermodynamique est défini selon
l’équation (2.39) suivante :

ρψ =
1

2

[
⟨εN⟩− E ⟨εN⟩− + ⟨εN⟩+E (1−DN) ⟨εN⟩+ + εTG (1−DT ) εT + (εTG (1−DT ) εT+(

εT − εfT
)
GDT

(
εT − εfT

)
+ γα2

]
+H(z)

(2.39)
avec :

• ρ : la densité ;
• ψ : l’énergie libre de Helmholtz ;
• G : le module de cisaillement ;
• E : le module d’Young ;
• DN : variable d’endommagement dans la direction normale ;
• DT : variable d’endommagement dans la direction tangentielle ;
• εN : déformation dans la direction normale ;
• εT : déformation dans la direction tangentielle ;
• γ : le module d’écrouissage par glissement ;
• α : variable interne d’écrouissage cinématique ;
• z : variable interne d’écrouissage isotrope ;
• H(z) : la fonction de consolidation de l’écrouissage isotrope.

Les deux composantes tangentielle et normale de la loi sont découplées.

𝑡

𝑛 Corps A

Corps B

𝑡

𝑛
Corps A

Corps B

Figure 2.21 – Élément dégénéré selon [Ramirez, 2005].

Dans [Ramirez, 2005], les fonctions de forme de l’élément dégénéré (à zéro épaisseur) sont
définies. Même en l’absence d’épaisseur, un paramètre hpen est définit étant égal à l’épaisseur
tA0 associée à la surface de contact du béton avec l’acier (reliée aux hétérogénéités du béton).
L’élément de [Ramirez, 2005] est un élément fini à 4 noeuds ayant une épaisseur nulle.
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L’élément joint de [Ramirez, 2005], étant définit avec une hypothèse d’axisymétrie, n’est
applicable pour un cas de calcul général dans lequel cette hypothèse n’est pas applicable.

Corps A

Corps B

Effort normal

t0
A

g0

t0
B

h

Corps A

Corps B

tA

un
A

Figure 2.22 – Surfaces de contact entre l’acier et le béton selon [Ramirez, 2005].

2.4.5 Modélisation de l’interface avec des éléments joints

Il s’agit d’un élément fini à zéro épaisseur qui relie des contraintes à des sauts de déplace-
ment. Un élément joint 3D a été proposé dans [Richard, 2010], avec une attention particulière
portée sur l’introduction de la corrosion à l’étude de l’interface. Une loi de comportement
élasto-endommageable-glissante est définie pour l’élément joint, avec une incorporation de
l’effet d’un confinement potentiel sur le comportement de l’interface. Dans cet élément on
relie des contraintes à des valeurs d’incréments de déplacement dans les directions normale
et longitudinale. Le potentiel thermodynamique est défini comme suit :

ρψ =
k

6

(
(1− d)

(
⟨Trε⟩+

)2
+
(
⟨Tr (ε− εr)⟩−

)2)
+ (1− d)µεd : εd + dµ

(
εd − επ

)
:
(
εd − επ

)
+

1

2
γα : α + H(z) +

k

6
Trε ⟨Trεr0⟩+

(2.40)
avec :

• ρ : la densité ;
• ψ : l’énergie libre de Helmholtz ;
• d : un paramètre d’endommagement ;
• ε : le tenseur de déformations, et εd sa partie déviatorique ;
• εr : un tenseur de déformation associé aux produits de la corrosion, et εr0 sa valeur

initiale ;
• επ : un glissement interne ;
• k : le coefficient de compressibilité de l’interface ;
• µ : le coefficient de cisaillement de l’interface ;
• 1

2
γα : α : un écrouissage cinématique ;

• H (z) : un écrouissage isotrope ;
• γ : le module d’écrouissage cinématique ;
• α : variable interne d’écrouissage cinématique ;
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• z : variable interne d’écrouissage isotrope ;
• Tr : l’opérateur trace d’une matrice ;
• ⟨x⟩+ : la partie positive de x ;
• ⟨x⟩− : la partie négative de x.

L’utilisation de l’élément joint 3D de [Richard, 2010] demande une identification des valeurs
d’un grand nombre de paramètres définissant cet élément, qui peut ne pas être aisée. Dif-
férentes versions d’éléments joints 2D [Brisotto et al., 2012] et 3D [Sanz et al., 2018] sont
proposées ultérieurement dans la littérature. Pourtant, ces travaux nécessitent de mailler
l’acier avec des éléments surfaciques en 2D et volumiques en 3D. Pour un calcul à grande
échelle, l’utilisation d’éléments barres pour le maillage de l’acier est plus pratique.

2.4.6 Modélisation de l’interface dans le cadre de la méthode des
éléments de frontière (BEM)

La méthode des éléments de frontière est une approche mathématique qui modélise un
système physique en le divisant en deux parties : une région intérieure et une région fronta-
lière. Elle consiste à résoudre un problème en rapprochant la solution en termes de valeurs
limites. Cela signifie que la solution est représentée en fonction des valeurs limites et de
leurs dérivées. La BEM consiste à résoudre les équations intégrales de frontière qui relient
les valeurs de frontière aux valeurs intérieures du problème.

Contrairement à la méthode des éléments finis (FEM), la BEM ne nécessite pas un
maillage du domaine. Seulement la limite du domaine étudié est discrétisée [Bonnet, 1999]
[Nishimura, 2002].

Concernant le comportement l’interface acier-béton, le travail de [Ameen et al., 2009]
propose une modélisation de cette interface dans le cadre de la BEM. Pour cela, la fron-
tière externe de la géométrie étudiée et les lignes d’acier sont discrétisés. Le comportement
d’adhérence est pris en compte avec des ressorts qui relient les lignes d’acier au béton.

Bien que les résultats fournis par [Ameen et al., 2009] sont prometteurs, les applications
présentées dans se limitent à des comportements linéaires d’acier et de béton. La méthode
des éléments de frontière est très peu reconnue en comparaison avec la méthode des éléments
finis pour la modélisation des structures en béton armé. En outre, la BEM implique une
résolution numérique d’un système d’équations linéaires, en inversant une matrice dense. La
matrice impliquée dans la BEM est donc généralement pleine et non symétrique, ce qui peut
entraîner des coûts de calcul et des besoins en mémoire plus élevés que ceux de la FEM
[Seghir, 2014]. La FEM, en revanche, produit souvent des matrices peu denses. Ce caractère
des matrices de la FEM facilite leur inversion.

Le couplage BEM-FEM peut offrir des avantages en termes de précision, d’efficacité, et
de modélisation des problèmes complexes. On trouve dans la littérature des approches de
couplage BEM-FEM utilisées dans beaucoup de domaines comme l’étude de l’intéraction sol-
structure [Von Estorff et Firuziaan, 2000] [Vasilev et al., 2015], de l’interaction solide-fluide
[Seghir, ], et le domaine de la mécanique de la rupture [Aour et al., 2007]. Le principe de
couplage BEM-FEM n’est pas appliqué dans la littérature pour l’étude de l’interface acier-
béton. Ce couplage peut pourtant introduire des complexités en termes d’implémentation et
de gestion des interfaces entre les deux méthodes [Boumaiza et Aour, 2014].
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2.4.7 Modélisation de l’interface par des forces internes

[Torre-Casanova, 2012] a proposé une approche de modélisation de l’interface pour des
calculs à l’échelle d’une grande structure, avec des maillages non coïncidents pour l’acier et le
béton. L’acier est représenté par des éléments barres et le béton par des éléments volumiques.

Tout d’abord, pour une liaison d’adhérence parfaite, le déplacement des nœuds d’acier
peut être relié aux déplacements des nœuds de béton via des relations cinématiques. Le point
ba de la figure 2.23 est le nœud d’acier confondu avec le centroïde du maillage de béton dans
la configuration initiale. Son déplacement est déterminé à partir de celui des nœuds de béton
en utilisant des fonctions de forme Ni.

uba,t =
8∑

i=1

Ni (xba, yba, zba)ubi,t (2.41)

𝑏1

𝑏2 𝑏3

𝑏4

𝑏6

𝑏5
𝑏8

𝑏7

Configuration initiale État déformé

𝑏1

𝑏2 𝑏3

𝑏4

𝑏6

𝑏5 𝑏8

𝑏7
𝑡

𝑛1
𝑎 ≡ 𝑏𝑎 𝑎𝑏𝑎

𝑛2

𝑔 = 𝑢𝑎,𝑡 − 𝑢𝑏𝑎,𝑡

Noeud d’acier

Noeud de béton

Point virtuel de béton

Figure 2.23 – Configurations initiale et déformée de l’acier et du béton selon [Torre-
Casanova, 2012].

Pour tenir compte du comportement d’interface, des efforts internes sont ajoutés aux
nœuds d’acier et de béton. Dans la direction normale par rapport à la barre de renfort, la
liaison est supposée parfaite. Dans le modèle, l’intérêt se porte seulement à la description
dans la direction tangentielle avec :

F⃗ b/a = δπdalfadt⃗ (2.42)

da étant le diamètre le barre, l la longueur de la barre décrite par chaque nœud d’acier,
et fad une contrainte d’adhérence déduite à partir d’une loi d’adhérence selon la valeur du
glissement. δ peut prendre une valeur de plus ou moins 1 selon le sens de la direction du
glissement. Pour assurer l’équilibre, la force du béton sur l’acier F⃗ b/a doit être équilibrée par
l’ensemble des forces F⃗ a/bj de l’acier sur le béton.

F⃗ a/bj = Nj (xba, yba, zba) F⃗ a/b (2.43)

avec :
F⃗ a/b = −F⃗ b/a (2.44)
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՜
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Figure 2.24 – Efforts internes ajoutés [Torre-Casanova, 2012].

La résolution se fait avec un schéma Newton-Raphson en ajoutant un terme lié aux efforts
internes exprimé comme suit :

F int, LAB(u) = −



Fb/a,x

Fb/a,y

Fb/a,z

Fa/b1,x

Fa/b1,y

Fa/b1,z

· · ·
Fa/b8,z


(2.45)

Le vecteur F int, LAB(u) rassemble toutes forces internes ajoutées aux noeuds d’acier et de
béton pour tenir en comporte le comportement de l’interface. u est l’ensemble de degrés de
liberté du système étudié. Comme classiquement et sans l’ajout de ce terme additionnel, les
forces intérieures d’expriment selon l’équation suivante :

F int =

∫
volume

T [B]σdv (2.46)

B étant la matrice des dérivées des fonctions de forme et σ l’ensemble des contraintes. Avec le
modèle proposé par [Torre-Casanova, 2012], les forces intérieures sont l’union de F int, LAB(u)
et de F int et la matrice tangente de résolution est la dérivée de l’ensemble des deux.

2.4.8 Modélisation de l’interface avec des éléments reliant : acier
1D et béton 3D

Selon [Mang, 2015], la méthodologie proposée par [Torre-Casanova, 2012] peut amener
à un nombre d’itérations très élevé. Par conséquent, le but de l’utiliser pour réaliser des
calculs à grandes échelles n’est pas tout à fait atteint. Ainsi, en se basant sur le travail de
[Torre-Casanova, 2012], [Mang, 2015] propose un modèle plus avancé conduisant à un coût
de calcul plus faible. Le modèle proposé par [Mang, 2015] repose sur un élément joint reliant
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Acier
Segment fictive

parfaitement

accroché au béton

Béton

𝑡

𝑛1

𝑛2

Degrés de liberté :

1 : [ 𝑢1𝑡 𝑢1𝑛1
𝑢1𝑛2

] 𝑇

2 : [ 𝑢2𝑡 𝑢2𝑛1 𝑢2𝑛2]
𝑇

3 : [ 𝑢3𝑡 𝑢3𝑛1
𝑢3𝑛2

] 𝑇

4 : [ 𝑢4𝑡 𝑢4𝑛1
𝑢4𝑛2

] 𝑇

𝑢𝑖𝑡 ∶ déplacement du noeud 𝑖 selon 𝑡.

Avec :

𝑢𝑖𝑛1 ∶ déplacement du noeud 𝑖 selon 𝑛1.

𝑢𝑖𝑛2
∶ déplacement au niveau du noeud 𝑖 selon 𝑛2.

1 2

3 4
ℎ = 0

Figure 2.25 – Élément proposé par [Mang, 2015].

un élément d’acier 1D (unidirectionnel) à un segment fictif parfaitement adhérant au béton
et qui est superposé à la l’acier dans la configuration initiale.

Pour les contraintes à l’intérieur de cette interface, une valeur très grande valeur de
raideur est donnée pour la direction normale.

σn1 = knδn1 (2.47)

σn2 = knδn2 (2.48)

(σn1, σn2) étant les contraintes dans les directions normales à la barre d’acier, et (δn1, δn2) les
ouvertures de fissures qui peuvent apparaître dans ces directions.

Pour la direction tangentielle, des forces nodales qui dépendent de la loi d’adhérence
adoptée sont calculées et définies au niveau des 4 noeuds de l’élément d’interface proposé.

Le modele d’interface de [Mang, 2015] est développé dans [Turgut, 2018] pour y incorporer
la prise de compte de l’effet du confinement sur le comportement de l’interface et pour tenir
en compte l’effet goujon.

Contrairement aux éléments éléments joints de [Richard et al., 2010] [Brisotto et al., 2012]
[Sanz et al., 2018] qui relient des maillages surfacique/surfaciques ou volumiques/volumiques
d’acier et de béton, l’élément joint de [Mang, 2015] relie des éléments barres d’acier à des
éléments volumiques de béton. Cela rend l’élément de [Mang, 2015] plus convenable aux
calculs à grandes échelles. Pourtant, bien que cet élément réduit le temps de calcul par
rapport au modèle d’interface de [Torre-Casanova, 2012], il nécessite toujours un temps de
calcul élevé (selon [Mang, 2015]).

2.4.9 Modélisation de l’interface avec la technique d’enrichissement
X-FEM

Un enrichissement selon les principes de la méthode des éléments finis étendus X-FEM
peut être utilisé pour représenter la cinématique de l’interface. Avec cette approche, le glis-
sement entre les deux matériaux acier/béton est porté au niveau des nœuds communs entre
les deux maillages grâce à un saut de déplacement [Gutiérrez et al., 2018].

Avec ce type de modèle, les nœuds en commun entre les deux maillages sont enrichis
avec plus de degrés de libertés par rapport aux autres nœuds. En plus des degrés de liberté
classiques de déplacement-rotation, le glissement est un degré de liberté supplémentaire à
déterminer.

Une utilisation de cette approche pour une application à grande échelle peut aboutir à
un coût de calcul élevé du fait de l’augmentation significative du nombre d’inconnues du
système à résoudre.
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Béton

Acier

1 2

3 4

𝑥

𝑦

Degrés de liberté :

1 : [ 𝑢1𝑥 𝑢1𝑦]
𝑇

2 : [ 𝑢2𝑥 𝑢2𝑦]
𝑇

3 : [ 𝑢3𝑥 𝑢3𝑦 𝑔3𝑥]
𝑇

4 : [ 𝑢4𝑥 𝑢4𝑦 𝑔4𝑥]
𝑇

𝑢𝑖𝑥 ∶ déplacement du noeud 𝑖 selon 𝑥.

Avec :

𝑢𝑖𝑦 ∶ déplacement du noeud 𝑖 selon 𝑦.

𝑔𝑖𝑥 ∶ glissement au niveau du noeud 𝑖 selon x.

Figure 2.26 – Principe de l’utilisation de la méthode d’enrichissement X-FEM.

2.4.10 Modélisation de l’interface incorporée dans le comportement
des barres d’acier

Une des approches de modélisation de l’interface consiste à modifier le comportement
contrainte-déformation de l’acier pour y incorporer le comportement de l’interface.

[Wang et al., 2019] proposent de modifier le module d’Young du béton et son coefficient
d’écrouissage. Ce type de loi constitutive modifiée des aciers de renfort est principalement uti-
lisé dans les régions critiques des structures, telles que des pieds de poteaux ou des connexions
poutres-poteaux.

Dans le travail de [Dehestani et Mousavi, 2015], le module d’Young et la limite d’élasticité
de l’acier sont changés pour prendre en compte le comportement de l’interface.

En outre, d’autres chercheurs ont tenté de remplacer la loi de contrainte-déformation
bilinéaire d’acier par une relation non linéaire équivalente [Laterza et al., 2017].

Une dépendance de la loi de comportement de l’acier du comportement de l’interface
dans le cas d’une corrosion non uniforme de l’acier est étudiée dans [Yuan et al., 2020].

Cette approche introduit pourtant une homogénéisation de l’ensemble interface et acier.
Elle demande l’identification de nouveaux paramètres (comme par exemple une longueur de
rotule plastique Lp dans [Yuan et al., 2020] et un coefficient de réduction du module d’Young
dans [Dehestani et Mousavi, 2015]). Le comportement de l’interface n’est pas introduit de
manière explicite.

2.4.11 Modélisation homogénéisée de l’ensemble acier, béton, et in-
terface

Le travail de [Sellier et Millard, 2019] propose un approche de modélisation du comporte-
ment du béton armé avec un matériau homogénéisé. Ce matériau représente le comportement
de l’ensemble acier+béton+interface acier-béton, comme le montre la figure 2.28.
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Contrainte

𝐸𝑠
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𝐸𝑠𝑝
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Loi de comportement intiale de l’acier

Loi de comportement modifiée de l’acier pour 

prendre en compte le comportement de l’interface

Figure 2.27 – Courbe de comportement d’acier réduite selon [Dehestani et Mousavi, 2015].

Homogénéisation

Matériau

homogéneisé
Béton armé

Acier
Interface

Béton

Figure 2.28 – Principe de la modélisation homogénéisée acier+béton+interface.

Cependant, dans cette étude, une loi d’adhérence linéaire est utilisée pour décrire le
comportement de l’interface. L’utilisation d’une loi complète avec un comportement post-pic
adoucissant n’a pas été examinée. De plus, l’effet du comportement cyclique de l’interface
n’a pas été étudié.

D’une manière générale, une modélisation homogénéisée du comportement du béton armé
peut rendre difficile la description fine de la localisation de la fissuration du béton tout autour
des barres d’acier [Combescure, 2013] [KHEBIZI et al., 2014].

2.4.12 Modélisation de l’interface dans le cadre d’éléments semi-
globaux

La modélisation aux éléments finis des structures en béton armé fournit des résultats pré-
cis de leur comportement. Pourtant, l’utilisation d’éléments semi-globaux de types poutres et
plaques s’est avérée efficace sur le plan informatique. En effet, les éléments poutres et plaques
sont bien connus pour leur avantage de fournir des résultats numériques représentatifs pour
des temps de calcul raisonnables. Pour cela, la modélisation du comportement de l’interface
acier-béton au sein de ce type d’éléments peut être particulièrement intéressante. Différentes
approches sont présentées dans la littérature pour incorporer l’étude de l’interface dans le
cadre d’éléments semi-globaux.
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2.4.12.1 Modélisation de l’interface dans des éléments finis poutres

L’utilisation d’éléments poutres est intéressante lors de la modélisation de structures
en portiques (par exemple des bâtiments à ossature et des ponts). Plus particulièrement,
les modèles de poutres multifibres sont largement utilisés dans le domaine de l’ingénierie
sismique structurelle [Mazars et al., 2005] [Grange, 2008] [Lejouad, 2020].

Un enrichissement du champ de déformation de l’acier dans le cadre d’un élément fini
poutre multifibre en béton armé est proposé dans [Monti et Spacone, 2000]. Une longueur
caractéristique LIP appelée "splice length" est introduite au modèle. Cette longueur dépend
du nombre de points de gauss et des fonctions d’interpolation de la poutre. Une approche
similaire d’enrichissement est utilisée dans [Richard, 2010], introduisant une réduction de
l’adhérence due à la corrosion de l’acier. Pourtant, cette idée d’enrichissement amène à un
temps de calcul important selon [Richard, 2010].

Une modélisation discrète de l’interface est réalisée dans [Limkatanyu et Spacone, 2002].
Des degrés de liberté supplémentaires de déplacement longitudinal d’acier sont introduits
par rapport à un élément fini poutre classique. Plusieurs types d’éléments sont proposés,
notamment un élément basé sur des forces (force-based), un élément basé sur des déplace-
ments (displacement-based), et un élément à formulation mixte Hellinger-Reissner ([Pian,
1995]). Une approche similaire est abordée dans [Yousefi et al., 2020], où un élément fini
poutre multifibre basé sur des déplacements est développé pour tenir compte des grands
déplacements, un aspect qui n’est pas traité dans l’étude de [Limkatanyu et Spacone, 2002].
Par ailleurs, [Abtahi et Li, 2023] utilise une approche similaire avec un élément fini poutre
multifibre basé sur des forces, intégrant la prise en compte des grands déplacements. Des
applications structurales cycliques et sismiques sont présentées dans [Abtahi et Li, 2023],
montrant l’importance de la prise en compte du comportement non linéaire de l’interface
dans ces cas de chargement.

La figure 2.29 (inspirée de [Yousefi et al., 2020]) illustre l’enrichissement des degrés de
liberté. Pour un élément fini poutre enrichie reliant deux noeud 1 et 2, le vecteur élémentaire
de degrés de liberté ue est exprimé comme suit :

ue =



uN1

uV 1

uM1

uN2

uV 2

uM2

usb1

usb2

ust1

ust2


(2.49)

avec :
• uNi : le déplacement longitudinal du noeud i de l’élément de poutre (selon l’axe N de

la figure 2.29) ;
• uV i : le déplacement normal du noeud i de l’élément de poutre (selon l’axe V de la

figure 2.29) ;
• uMi : la rotation de la section de la poutre au niveau du noeud i (par rapport à l’axe
M de la figure 2.29) ;
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• usbi : le déplacement longitudinal du noeud de la barre inférieure d’acier, ayant la
même position longitudinale que le noeud i de la poutre ;

• usti : le déplacement longitudinal du noeud de la barre supérieure d’acier, ayant la
même position longitudinale que le noeud i de la poutre.

𝐿

𝑢𝑁21 2

𝑢𝑀2

𝑢𝑉2

𝑢𝑠𝑡2

𝑢𝑠𝑏2𝑢𝑠𝑏1

𝑢𝑠𝑡1

𝑢𝑁1
𝑢𝑉1

𝑢𝑀1

𝑞

𝑉

𝑁
𝑀

.

Figure 2.29 – Principe d’enrichissement selon [Yousefi et al., 2020].

2.4.12.2 Modélisation de l’interface dans des éléments finis plaques

Une modélisation homogénéisée de l’ensemble acier, béton et interface est proposée dans
[Combescure, 2013] et [Huguet Aguilera, 2016] dans le cadre des éléments plaques. Ces deux
modèles nécessitent pourtant l’identification d’un grand nombre de paramètres (6 paramètres
en plus des paramètres élastiques des matériaux d’acier et de béton pour le modèle [Com-
bescure, 2013] et 13 pour le modèle de [Huguet Aguilera, 2016]). La limite de ces approches
de plaques homogénéisée réside donc dans la difficulté d’identification de ce grand nombre
de paramètres.

Homogénéisation

Plaque en béton armé Plaque homogénéisée

Figure 2.30 – Principe de la plaque homogénéisée selon [Combescure, 2013].

2.4.13 Bilan des différentes approches

Un bilan des différentes approches de modélisation de l’interface est fourni dans le tableau
2.4. Ce tableau montre qu’une grande variété d’approche est proposée dans des cadres de
calcul variés.
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Technique de modélisa-
tion

Référence Homogénéisation Élément fini
d’interface

Enrichissement
cinématique

Forces internes

Élément de type ressort [Ngo et Scordelis, 1967]
[Nilson, 1968] x

Bande d’éléments en 2D
avec une épaisseur

[Reinhardt et al., 1984]
[Giry, 2011] x

Deux solides avec lois de
contact

[Raous et Ali Karray,
2009]

x

Élement dégénéré [Ramirez, 2005] x
Élement joint en 2D [Brisotto et al., 2012] x

Elément joint en 3D [Richard et al., 2010]
[Sanz et al., 2018] x

Méthode des éléments de
frontière (BEM)

[Ameen et al., 2009] x

Forces internes imposées
aux noeuds d’acier et de
béton

[Torre-Casanova, 2012] x

Élément joint reliant un
maillage 1D de l’acier et
3D du béton

[Mang, 2015] x

Enrichissement cinéma-
tique (X-FEM)

[Gutiérrez et al., 2018] x

Comportement homogé-
néisé acier+interface

[Wang et al., 2019]
[Dehestani et Mousavi, 2015]
[Laterza et al., 2017]
[Yuan et al., 2020]

x

Comportement
homogénéisé
acier+béton+interface

[Sellier et Millard,
2019]

x

Enrichissement du champ
de déformation - éléments
poutres

[Monti et Spacone, 2000]
[Richard, 2010] x

Enrichissement cinéma-
tique - éléments poutres

[Limkatanyu et Spacone, 2002]
[Yousefi et al., 2020]
[Abtahi et Li, 2023]

x

Homogénéisation - élé-
ments plaques

[Combescure, 2013]
[Huguet Aguilera, 2016] x

Tableau 2.4 – Bilan des approches de modélisation de l’interface proposées dans la litté-
rature.

2.5 Conclusions
Ce chapitre a été consacré à une étude bibliographique portant sur le comportement

physique de l’interface acier-béton, les lois d’adhérence qui la décrivent, sa caractérisation
expérimentale, et sa modélisation numérique.

Une fois les approches de modélisation de l’interface sont identifiées, il est important
de mener une réflexion sur leur faisabilité et leur applicabilité pour des calculs à grandes
échelles. Il est donc important ici de noter le suivant :

• les approches d’utilisation de ressorts, d’éléments avec une épaisseur et des éléments
joints demande de créer trois types de maillages : des éléments finis d’acier, des élé-
ments d’interface, et des éléments de béton pour étudier une structure en béton armé.
Les éléments finis associés à l’interface dans ces cadres ont leur propre comportement.
Pour des calculs à grandes échelles, cela peut vite augmenter le nombre total d’élé-
ments finis de la structure, et rendre la construction du maillage un processus pas
pratique à réaliser. Ces approches sont critiquées dans les travaux de [Torre-Casanova,
2012] et de [Mang, 2015] qui mentionnent également la difficulté reliée au temps de
calcul élevé qui résulte de l’utilisation de ces approches ;
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• la modélisation de l’interface avec une prise en compte d’un frottement des surfaces
d’acier et de béton est appliquée dans la littérature dans des cadres de calcul 2D
limités, ce qui est le cas également pour l’utilisation de la méthode X-FEM et la
méthode BEM ;

• une modélisation homogénéisée acier+interface ou acier+béton+interface entraîne la
nécessité de l’identification de plusieurs paramètres du modèle plus ou moins phy-
siques. Ce processus d’identification de paramètres n’est pas trivial et peut ajouter
une difficulté à la modélisation en jeu.

Trois difficultés sont donc reliées à la modélisation de l’interface : difficulté de construction
du maillage, temps de calcul élevé, et identification difficile des paramètres de caractérisation
des modèles.

Il est possible d’indiquer que les différentes approches existantes de modélisation du com-
portement de l’interface acier-béton ne sont toujours pas suffisantes. Elles présentent en effet
au moins une des trois difficultés citées. Pour cela, des nouvelles approches de modélisation
de l’interface sont proposées dans ce travail de thèse.

La première approche proposée est une stratégie de calcul multi-échelle dans un cadre
de calcul continu 2D/3D. Elle consiste à définir un macro-élément capable de représenter
un assemblage d’éléments d’acier (1D) et d’éléments d’interface (1D). L’acier peut glisser
par rapport à l’interface. Ce glissement est piloté par une loi analytique d’adhérence. Le fait
d’avoir un élément fini représentant l’acier et l’interface élimine la difficulté reliée au maillage.
Une technique de sous-structuration de la résolution basée sur un principe de condensation
statique est accordée au modèle de macro-élément. Cette technique permet d’accélérer le
calcul et limite au mieux possible le problème relié au temps de calcul élevé. L’intérêt de la
sous-structuration est aussi de limiter le nombre de degrés de liberté externes, et donc de
proposer des éléments simples et ergonomiques pour l’utilisateur. Autrement dit, une dis-
crétisation locale est réalisée à l’échelle locale des macro-éléments. Cette discrétisation n’est
pas visible à l’échelle globale de la structure en béton armé étudiée. Quant à l’identification
des paramètres d’adhésion, une expression analytique au choix de loi d’adhérence (voir le
sous-chapitre 2.2) peut être utilisée. Cette technique de modélisation par macro-élément est
détaillée dans le chapitre 3 de cette thèse. Les macro-éléments sont accroché à des éléments
2D/3D de béton via des relations cinématiques. Pour établir cet accrochage, une technique
originale de projection cinématique est utilisée . Cette technique des présentée dans le cha-
pitre 4.

En ce qui concerne la modélisation dans le cadre des éléments semi-globaux (poutres et
plaques), un enrichissement du champ de déformation peut entraîner un coût de calcul élevé
[Richard, 2010]. Pourtant, un enrichissement cinématique semble être une meilleur alterna-
tive [Yousefi et al., 2020]. Pour les éléments plaques, une proposition d’une homogénéisation
de l’ensemble acier+interface+béton entraîne la nécessite d’identifier un grand nombre de
paramètres. À la connaissance de l’auteure, il n’existe pas encore dans la littérature de mo-
délisation explicite de l’interface pour les éléments plaques. Un enrichissement cinématique
basé sur les travaux de [Yousefi et al., 2020] et de [Abtahi et Li, 2023] est discuté dans le cha-
pitre 5 dans un cadre polyvalent assemblant des éléments finis poutres, des éléments d’acier,
et des contraintes d’adhérence. Ce même principe est appliqué pour modéliser l’interface
dans le cadre d’éléments plaques.

Les différentes approches proposées visent fournir un compromis entre la finesse de la
modélisation de l’interface et le coût de calcul qui en résulte. Une modélisation explicite de
l’acier, du béton, et de l’adhérence est réalisée dans ces approches. En parallèle, le temps de
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calcul résultant est raisonnable.
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Chapitre 3

Modèle de macro-élément linéique

L’approche multi-échelle considérée consiste à utiliser un macro-élément qui représente
l’acier, des contraintes d’adhérence, et une gaine d’interface. La structure en béton armée
est représentée donc par des macro-éléments et des éléments de béton (voir figure 3.1).

Béton

Contraintes surfaciques

d’adhérence acier-gaine

d’interface

Gaine d’interface

Acier

Représentés par des 

macro-éléments

Figure 3.1 – Éléments de représentation d’une structure en béton armé.

Le macro-élément est définit à différentes échelles : une échelle globale et une échelle
locale. L’échelle globale est celle de la structure en béton armé étudiée. Le macro-élément
est considéré à cette échelle comme un élément fini à quatre nœuds. À l’échelle locale, un
macro-élément est un assemblage de plusieurs éléments biphasiques représentant chacun une
barre d’acier, une zone d’interface et des contraintes d’adhérence. Il s’agit donc de traiter un
problème sous structuré : le macro-élément possède des éléments internes, ce qui nécessitera
une résolution à l’échelle locale (en interne).

Le macro élément à degrés de liberté internes peut être vu comme un élément fini classique
appelé par l’algorithme de résolution global (un algorithme de résolution classique utilisé
pour résoudre les équations d’équilibre de la structure en béton armé), et qui va retourner
un vecteur force et un opérateur tangent condensé sur les noeuds, en lien avec le domaine
global. L’intérêt principal de la méthode de sous-structuration est donc qu’elle n’est pas
intrusive pour la résolution à l’échelle globale.

Dans ce chapitre, la résolution classique aux éléments finis à l’échelle globale est rappe-
lée, et la résolution à l’échelle locale est détaillée. La résolution à l’échelle locale nécessite
une condensation des degrés de liberté internes des macro-éléments sur les degrés de liberté
globaux, pour assurer la bonne convergence numérique de la résolution globale. Les formula-
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tions faibles des deux échelles de modélisation et les algorithmes de résolution associés sont
présentés.

3.1 Échelle globale : structure en béton armé
À cette échelle, la méthode des éléments finis classique est adoptée. La structure en

béton armé est discrétisée en deux types d’éléments : des éléments de béton 2D/3D et des
macro-éléments.

Le problème aux limites à l’échelle globale consiste à considérer un corps solide qui occupe
un volume Ω ⊂ Rn (avec n = 1, 2, 3 la dimension du problème, et ⊂ le symbole de sous-
ensemble strict). ∂Ω ⊂ Rn est le bord de Ω. Une force volumique f est appliquées dans Ω.
∂Ω est composé de deux parties complémentaires ∂Ωf et ∂Ωu ⊂ ∂Ω. Des forces surfaciques
t sont appliquées sur ∂Ωf , et des valeurs de déplacement Ud sont imposées le long de ∂Ωu.

𝜕Ω = 𝜕Ω𝑓 ∪ 𝜕Ω𝑢

𝜕Ω𝑓

𝜕Ω𝑢
Ω

Figure 3.2 – Domaine Ω du solide étudié.

3.1.0.1 Formulation forte

Sous l’hypothèse des petites perturbations, la résolution du problème aux limites consiste
à trouver le champ de déplacement cinématiquement admissibleU et le tenseur de contraintes
statiquement admissible σ en une position x de Ω tel que :



∇σ + f = 0 ∀x ∈ Ω : équations d’équilibre
σ = F(ε) ∀x ∈ Ω : équations constitutives contrainte-déformation
ε = ∇sU ∀x ∈ Ω : conditions de compatibilité des déformations
σnf = t ∀x ∈ ∂Ωf : conditions aux limites de Neumann
U = Ud ∀x ∈ ∂Ωu : conditions aux limites de Dirichlet

(3.1)

avec :
• ∇s : la partie symétrique de l’opérateur gradient ∇ ;
• nf : un vecteur unitaire normal à ∂Ωf ;
• F : une relation constitutive ;
• ∀ : le symbole de quantification universelle ;
• ∈ : le symbole d’appartenance.
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3.1.1 Formulation faible

Le principe des puissances virtuelles conduit à l’expression de la formulation variationnelle
du problème détaillée comme suit :∫

Ω

ε∗ : σdV =

∫
Ω

U ∗T fdV +

∫
∂Ωf

U ∗T tdS +

∫
∂Ωu

Ud
∗T (σnu)dS (3.2)

avec :
• U ∗ : un champ de degrés de liberté virtuel de valeur Ud

∗ le long de ∂Ωu ;
• nu : le vecteur unitaire normal à la surface ∂Ωu ;
• T : l’application transposée.

En choisissant un vecteur de degrés de liberté U ∗ cinématiquement admissible à zéro, l’équa-
tion (3.2) peut être exprimée comme suit :∫

Ω

ε∗ : σdV =

∫
Ω

U ∗TfdV+

∫
∂Ωf

U ∗T tdS (3.3)

tel que :
•
∫
Ω
ε∗ : σdV : la puissance virtuelle des efforts internes ;

•
∫
Ω
fU ∗dV+

∫
∂Ωf

tU ∗dS : la puissance virtuelle des forces externes.
L’équation (3.3) détaille le principe des puissance virtuelles où la puissance virtuelle P ∗

ext des
forces externes appliquées à un système est égale à la puissance virtuelle P ∗

int de ses forces
internes :

P ∗
int = P ∗

ext (3.4)

3.1.2 Discrétisation

Une discrétisation aux éléments finis de Ω est considérée. Ω est discrétisé en Ne éléments
Ωe. ∂Ω est en conséquent divisé en NΩe parties appelées ∂Ωe. Lors de l’étude d’une structure
en béton armé, Ωe peut être un élément de béton Ωec ou un macro-élément Ωem qui représente
l’acier et l’interface acier-béton, de sorte que Ωe = Ωec ∪Ωem et Ωec ∩Ωem = ∅. ∪ et ∩ sont
les symboles d’union et d’intersection. ∅ représente l’ensemble vide. Le déplacement U i d’un
point i appartenant à un élément de béton peut être déduit à partir du champ de déplacement
nodal U selon l’équation suivante :

U i =NU (3.5)

avec :
• N : la matrice de l’ensemble des fonctions d’interpolation attribuées aux éléments

finis utilisés pour construire le maillage ;
• U : le vecteur nodal de tous les degrés de liberté des noeuds du maillage.

Le champ de déformations ε est calculé en dérivant le champ de déplacement généralisé Ui

comme suit :
ε = ∇sU i = BU (3.6)

B désigne la matrice de l’ensemble des dérivées premières des fonctions de forme N . ∇s

représente la partie symétrique de l’opérateur gradient ∇.
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La puissance virtuelle P ∗
int des forces internes est une combinaison de deux contributions

P ∗
intc et P ∗

intm des éléments de béton et des macro-éléments, respectivement. De ce fait, il est
possible d’exprimer P ∗

int comme suit :

P ∗
int = P ∗

intc + P ∗
intm (3.7)

Le principe des puissance virtuelles de l’équation (3.4) s’écrit comme suit :

U ∗TF int(U ) = U ∗TF ext ∀U ∗ (3.8)

Le vecteur des forces internes F int est une combinaison des forces internes des éléments finis
de béton et des macro-éléments :

F int =
Ne

A
e=1

[∫
Ωec

BTσ(ε)dV ∪ fb
]

(3.9)

Le symbole A désigne l’opérateur d’assemblage. σ est la matrice des contraintes de béton qui
dépendent des déformations ε. L’expression de σ(ε) est donnée par la loi de comportement
du béton. fb est le vecteur de forces internes d’un macro-élément. Le vecteur F ext des forces
externes est exprimé comme suit :

F ext =
Ne

A
e=1

∫
Ωe

fdV+
NΩe

A
e=1

∫
∂Ωe

tdS (3.10)

Pour résoudre l’équation (3.8) (une fois une discrétisation dans le temps est établie), un algo-
rithme classique de résolution itérative de Newton Raphson peut être utilisé. La linéarisation
du vecteur de forces internes F int(U) de l’équation (3.8) donne :

dF int = kdU (3.11)

avec :
k =

∂F int

∂U
=

Ne

A
e=1

[∫
Ωec

BTCBdV ∪ kem
]

(3.12)

dU est le vecteur des valeurs incrémentales de l’ensemble des degrés de liberté de la struc-
ture étudiée et dF int est le vecteur des valeurs incrémentales des forces internes. C est la
matrice de la loi constitutive de béton. k est la matrice de rigidité de la structure étudiée.∫
Ωec
BTCBdV est une matrice de rigidité élémentaire d’un élément en béton, et kem est une

matrice de rigidité élémentaire d’un macro-élément. Le calcul de kem nécessite un équilibre
local au niveau du macro-élément détaillé dans le sous-chapitre 3.2.

Les conditions aux limites de Dirichlet imposées le long de ∂Ωu s’expriment comme suit :

LU = Ud (3.13)

L est une matrice de blocage définie pour établir le lien entre les vecteurs U et Ud, Ud étant
le vecteur des valeurs imposées des degrés de liberté. Le problème aux éléments finis consiste
à résoudre les deux équations (3.8) et (3.13).

L’incorporation des conditions de Dirichlet dans la résolution est possible en appliquant
des méthodologies classiques d’imposition de conditions cinématiques telles que la méthode
de pénalité [Babuška, 1973] [Chessa et al., 2002] et celle des simples ou doubles multipli-
cateurs de Lagrange [Verpeaux et Charras, 2011]. Pourtant, l’efficacité de la méthode de
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pénalité dépend du choix d’un paramètre de pénalité incorporé dans la résolution [Moum-
nassi, 2011]. En parallèle, la méthode des simples mutliplicateurs de Lagrange peut amener
à une perte de positivité de la matrice de rigidité à inverser lors de la résolution [Richard
et al., 2019]. En conséquence, la méthode des doubles multiplicateurs de Lagrange est choisie.
Deux multiplicateurs de Lagrange sont introduits pour chaque condition de Dirichlet, et les
équations (3.8) et (3.13) sont combinées comme suit : F int(U) +LTλ1 +LTλ2

LU − βλ1 + βλ2

LU + βλ1 − βλ2

 =

 Fext

Ud

Ud

 (3.14)

L’équation (3.14) est représentée sous une forme plus condensée tel que :

F (Utot) = Ftot (3.15)

avec :

Utot =

 U
λ1

λ2

 , Ftot =

 F ext

Ud

Ud

 (3.16)

La linéarisation du terme F (Utot) de l’équation (3.15) donne :

dF (Utot) = ktotdUtot (3.17)

avec :

ktot =

 k LT LT

L −βI βI
L βI −βI

 (3.18)

I est la matrice identité. La valeur de β est choisie de manière à garantir un bon condition-
nement de la matrice ktot.

3.2 Formulation du macro élément et résolution à l’éch-
elle locale

Un macro-élément est un assemblage d’éléments biphasiques. La formulation d’un élément
biphasique est décrite ici dans un premier temps. Soit H la longueur d’un élément bipha-
sique. (Ei, Si) et (Es, Ss) définissent le module d’Young et la section pour les domaines
d’interface et d’acier. Deux champs de déformation virtuels ε∗s et ε∗i sont associés à l’acier et
à l’interface. Une contrainte de frottement τi (ys − yi ) = −τs (ys − yi ) est considérée entre
les deux domaines comme une contribution externe. τs représente les contraintes d’adhé-
rence appliquées sur l’acier et τi sont les contraintes appliquées sur le domaine d’interface.
Ces contraintes sont des fonctions linéaires ou nonlinéaires qui dépendent du déplacement
relatif (ys − yi ) entre l’acier et l’interface. Des forces externes supplémentaires peuvent être
appliquées dont le travail virtuel associé est appelé P ∗

ext.
Le principe des puissances virtuelles décrit l’égalité entre les puissances virtuelles P ∗

int et
P ∗
ext des forces internes et externes de l’élément biphasique.∫ H

0

(ε∗s Ssσs (εs) + ε∗iEi Siεi) dx+

∫ H

0

(y∗s − y∗i ) τi (ys − yi)Pdx = P ∗
ext (3.19)
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0 𝐻

𝜏𝑖𝑛𝑡

E𝑖 , S𝑖

E𝑠, S𝑠

Figure 3.3 – Deux domaines de l’élément biphasique avec des contraintes de cisaillement
τint entre les deux domaines.

P étant le périmètre de la barre d’acier. Dans la version actuelle du modèle un comporte-
ment linéaire est associé à zone d’interface. La contrainte de cette zone est exprimée dans
l’équation (3.19) étant égale à Eiεi (loi linéaire). D’autre part, l’acier peut avoir un compor-
tement nonlinéaire. La contrainte de l’acier est égale à σs (εs) qui est une fonction linéaire
ou nonlinéaire dépendant de la loi de comportement de l’acier. Des éléments barres à trois
nœuds sont utilisés en parallèle connectés via des forces d’adhérence. Cette discrétisation
permet d’exprimer les déplacements d’un nœud i appartenant à l’interface et d’un nœud s
appartenant à l’acier en fonction des vecteurs de déplacement élémentaires ui et us.

ys(x) =N (x)us (3.20)

yi(x) =N (x)ui (3.21)

Pour une valeur de x ∈ [0 : H], les positions des noeuds des éléments barres à trois
noeuds xnodes sont définies tel que xnodes = {0;H/2;H}. La matrice des fonctions de forme
N est exprimée comme suit :

N =
[

1
2

(
4x2

H2 − 6x
H

+ 2
)
−4x2

H2 + 4x
H

2x2

H2 − x
H

]
(3.22)

Un changement de variable est utilisé pour simplifier la matrice N et l’exprimer dans un
élément parent en fonction d’une variable ξ ∈ [−1 : 1], tel que :

x =
1 + ξ

2
H (3.23)

La matrice des fonctions d’interpolation N est donc exprimée comme suit :

N =
[

1
2
ξ(ξ − 1) 1− ξ2 1

2
ξ(ξ + 1)

]
(3.24)

Les déformations εs et εi s’expriment en dérivant les équations (3.20) et (3.21) par rapport
à x :

εi(x) = B(x)ui (3.25)

εs(x) = B(x)us (3.26)

B étant la matrice des dérivées des fonctions de forme N exprimée tel que :

B =
∂N

∂ξ

∂ξ

∂x
=
[
ξ − 1

2
−2ξ ξ + 1

2

] 2

H
(3.27)
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Le principe des puissances virtuelles s’exprime donc comme suit :∫ H

0

(
u∗T

s B
TSsσs (Bus) + u

∗T
i B

TEiSiBui

)
dx+

∫ H

0

(u∗
i − u∗

s)
T NT τi (ys − yi)Pdx = P ∗

ext

(3.28)
u∗
i et u∗

s sont deux vecteurs de déplacement virtuels indépendants. Le champ de forces internes
d’un élément biphasique pel comporte les contributions des deux éléments barres à trois
nœuds (acier et interface) et des forces d’adhérence internes.

pel =

[ ∫ H

0
BTSsσs (Bus) dx∫ H

0

∫ H

0
BTEiSiBuidx

]
+

[ ∫ H

0
−NT τi (yi − ys)Pdx∫ H

0
NT τi (yi − ys)Pdx

]
(3.29)

La soustraction (yi − ys) est exprimée en fonction de us et de ui comme suit :

yi − ys =
[
−N N

] [ us

ui

]
=
[
−N N

]
uel (3.30)

L’équation (3.29) est dérivée par rapport à uel pour calculer la matrice de rigidité élémentaire
kel
bp d’un élément biphasique.

∂pel

uel
= kel

bp =

∫ H

0

[
BTCsSsB 0

0 BTEiSiB

]
dx+

∫ H

0

[
−NT

NT

]
∂τi

∂ (yi − ys)

[
−N N

]
Pdx

(3.31)
Cs est la matrice tangente de la loi de comportement de l’acier. ∂τi

∂(yi−ys)
est calculé en

dérivant l’expression de la loi d’adhérence qui donne l’évolution de la contrainte d’adhérence
τi en fonction du glissement (ys − yi). La matrice de rigidité d’un macro-élément kbp est
l’assemblage des matrices élémentaires kel

bp des éléments biphasiques. Le nombre d’éléments
biphasiques pour chaque macro-élément est un paramètre d’entrée.

3.3 Couplage des échelles globale et locale
Le macro-élément est considéré à différentes échelles : une échelle globale et une échelle

locale. Au niveau global, il est considéré comme un élément à quatre nœuds. Une discrétisa-
tion interne peut être effectuée au niveau local. Plus précisément, chaque macro-élément est
un assemblage d’un ensemble d’éléments biphasiques.

3.3.1 Connexion des maillages

À l’échelle globale, le macro-élément (vu comme un élément à quatre nœuds) est assemblé
avec des éléments 2D/3D de béton. Les maillages des macro-éléments et des éléments de béton
peuvent être coïncidents ou non. Dans le cas de maillages coïncidents, les nœuds de la partie
interface des macro-éléments et ceux des éléments de béton sont superposés et possèdent les
même déplacements dans toutes les directions. Dans la direction normale du macro-élément,
des relations cinématiques linéaires sont imposées de sorte que les déplacements des nœuds
d’acier sont égaux aux déplacements des nœuds d’interface. Dans la direction longitudinale,
cependant, les nœuds d’acier sont libres de se déplacer indépendamment des déplacements
des nœuds d’interface. Le glissement acier-interface peut donc se produire dans la direction
longitudinale.
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Avec des maillages non coïncidents, dans le cas d’une simulation 3D, les déplacements
des nœuds d’interface sont liés aux déplacements des nœuds de béton ci, avec les fonctions
de forme Ni. Lorsque l’on utilise des éléments à huit nœuds pour le maillage du béton, ces
relations cinématiques sont définies de la manière suivante :

uinterface,x =
8∑

i=1

Niuci,x

uinterface,y =
8∑

i=1

Niuci,y

uinterface,z =
8∑

i=1

Niuci,z

(3.32)

Les nœuds ci représentent les nœuds de l’élément volumique de béton auquel appartient
le nœud d’interface. Ni représentent les fonctions de forme de cet élément volumique. x, y,
et z sont les trois dimensions de l’espace. L’équation (3.32) est exprimée pour un élément
volumique de béton à huit nœud (voir figure 3.4), mais elle est pourtant généralisable pour
d’autres éléments finis de béton 3D. De plus, il est possible, avec la démarche de calcul
proposée, d’accrocher un macro-élément à plusieurs éléments de béton et un élément de
béton à plusieurs macro-éléments, selon la configuration des maillages de béton et de macro-
éléments utilisée.

Acier
Interface

c1 c2

𝑐3 c4

c5 c6

c8c7

Un macro-élément

Maillages non coïncidents entre les macro-

éléments et les éléments de béton 

Échelle globale

Zoom

Barre à 3 noeuds

Macro-élément vu à l’échelle locale

E𝑖 , S𝑖

E𝑠, S𝑠

Un élément biphasique

Maillages coïncidents entre les macro-

éléments et les éléments de béton 

Échelle locale

Un macro-élément

Acier
Interface

Macro-élément vu à l’échelle globale

Figure 3.4 – Structuration de l’approche multi-échelle.

Pour les simulations 2D où des éléments à quatre nœuds constituent le maillage du
béton, quatre fonctions de forme Ni sont définies au lieu de huit fonctions de forme. Cela
est néanmoins généralisable pour d’autres types d’éléments finis 2D de béton en utilisant les
fonctions de forme de l’élément choisi.

L’incorporation des relations cinématiques utilisées pour relier les nœuds d’acier, d’inter-
face, et de béton, au niveau de l’algorithme global de résolution, est possible en appliquant
la méthodologie des doubles multiplicateurs de Lagrange [Verpeaux et Charras, 2011]. Cela
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consiste à enrichir la matrice ktot de l’équation (3.18) avec des nouvelles relations cinéma-
tiques (équation (3.32)). La méthode des doubles multiplicateurs de Lagrange, même si elle
est largement utilisée pour ajouter des relations cinématiques à un système de résolution
par éléments finis, ajoute des inconnues supplémentaires à calculer (les multiplicateurs de
Lagrange) [Richard et al., 2019]. L’utilisation de cette approche est pratique lorsque l’on
considère des conditions aux limites de Dirichlet (qui sont techniquement des relations ciné-
matiques). En revanche, lier l’acier et l’interface au béton ajoute des relations cinématiques
pour tous les nœuds d’acier et d’interface du maillage. La méthode des doubles multiplica-
teurs de Lagrange incorpore deux inconnus de plus au niveau de la résolution (deux multi-
plicateurs de Lagrange à déterminer) pour chaque relation cinématique. En 3D, pour chaque
noeud d’interface, 6 inconnus sont ajoutés à la résolution (2 pour chaque direction de l’es-
pace). De plus, 4 inconnus sont ajoutés pour chaque noeud d’acier (relié au béton dans les
deux directions normales par rapport à la direction du macro-élément). Au total, 10 inconnus
sont ajoutés à la résolution pour chaque couple de noeuds acier/interface. Ainsi, une méthode
alternative est proposée dans ce travail de thèse pour incorporer les relations cinématiques
acier/interface/béton dans la résolution. Cette approche basée sur un principe de projection
cinématique est détaillée dans le chapitre 4.

La figure 3.5 illustre la conception de l’étude d’une structure en béton armé. La struc-
ture étudiée est discrétisée en deux types d’éléments finis : des éléments de béton et des
macro-éléments. Chaque macro-élément est localement un assemblage de plusieurs éléments
biphasiques. Chaque élément biphasique est une combinaison de deux éléments barre à trois
nœuds et de contraintes d’adhérence entre les deux barres. Les deux barres à trois nœuds
représentent l’acier et l’interface.

Structure en béton armé

Éléments de béton Macro-éléments

Élément barre à 3 noeuds pour l’acier Contraintes d’adhérence Élément barre à 3 noeuds pour l’interface

Lois d’adhérence non linéaire Même propriétés matérielles que le

béton.

Loi de comportment linéaire.

Éléments biphasiques

Échelle globale

Échelle locale

Loi de comportement linéaire ou non

linéaire

Figure 3.5 – Étude d’une structure en béton armé.

Il convient d’indiquer que l’indépendance des tailles des maillages des deux échelles glo-
bale et locale permet de raffiner le maillage local tout en conservant un maillage grossier à
l’échelle globale. La densité du maillage local est un choix de l’utilisateur.

3.3.2 Résolution interne à l’échelle locale d’un macro-élément

Pour résoudre l’équilibre interne, une technique de sous-structuration est utilisée. Celle-
ci nécessite une condensation statique de la matrice de raideur pour la résolution. L’ob-
jectif de la condensation statique est de diminuer le nombre total de degrés de liberté à
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calculer à l’échelle globale [Grange et Bertrand, 2021]. En effet, dans la résolution glo-
bale, quatre degrés de liberté sont considérés pour chaque macro-élément. Ces degrés re-
présentent les déplacements longitudinaux des quatre nœuds externes de la discrétisation
locale. uT

tot =
[
ur ub

]T est le vecteur des degrés de liberté totaux des éléments bipha-
siques constituant un macro-élément. Les indices r et b désignent les degrés de liberté de
déplacement longitudinal internes et externes. ub représente les degrés de liberté des quatre
nœuds externes, et ur est le vecteur des degrés de liberté des nœuds internes.

Le vecteur des forces résistantes ftot d’un macro-élément est un assemblage des vecteurs
de forces internes élémentaires pel (voir équation (3.29)) des éléments biphasiques. Soit fr
le vecteur des forces au niveau des noeuds internes d’un macro-élément, et fb les forces
au niveau des noeuds externes (voir équation (3.9)). Il est donc possible de définir f tot de
telle sorte que fT

tot =
[
fb fr

]T . La résolution interne au niveau local du macro-élément
consiste à résoudre l’équation suivante :

fr = 0 (3.33)

L’équation (3.33) décrit l’équilibre interne au niveau de la discrétisation du macro-
élément.

Soit kbp l’assemblage des matrices de rigidité élémentaires kel
bp des éléments biphasiques

constituant un macro-élément (voir équation (3.31)). Il est possible de relier le vecteur d’in-
créments de déplacements dutot au vecteur d’incréments de forces df tot tel que :

kbpdutot = df tot (3.34)

Le vecteur dutot regroupe l’ensemble des valeurs incrémentales des degrés de liberté de
déplacement longitudinal totaux du macro-élément (internes et externes). Il est constitué de
deux parties complémentaires dub et dur tel que duT

tot =
[
dub dur

]T . dub est le vecteur
rassemblant les valeurs incrémentales des degrés de liberté des quatre nœuds du bord du
macro-élément (noeuds externes). dur rassemble les incréments des degrés de liberté internes
de la discrétisation. Par conséquent, la matrice kbp est composée de quatre sous-matrices :
krr, krb, kbr, et kbb avec r et b étant les indices des degrés de libertés internes et externes.
À convergence, df tot est égal à zéro au niveau des noeuds internes du macro-élément. Ces
nœuds ne sont pas visibles à l’échelle globale. Ainsi, l’équation (3.34) est exprimée sous une
forme développée comme suit :[

kbb kbr

krb krr

] [
dub

dur

]
=

[
df b

0

]
(3.35)

La condensation statique fournit un lien entre les vecteurs incrémentaux dub et df b tel que :(
kbb − kbrk

−1
rrkrb

)
dub = df b (3.36)

Sous une forme plus condensée, l’équation (3.36) s’écrit comme suit :

kemdub = df b (3.37)

kem est la matrice de rigidité condensée du macro-élément.
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3.4 Identification des paramètres matériau
Afin de définir un élément biphasique, les lois de comportement de ses parties constitu-

tives doivent être définies : barre à trois noeud d’acier, barre à trois noeuds d’interface, et
contraintes d’adhérence. La loi constitutive d’acier (loi contrainte-déformation) peut être une
loi linéaire ou élastique-plastique selon la structure étudiée et le chargement appliqué. Pour
les structures où les barres d’acier ne se plastifient pas, l’utilisation d’une loi constitutive
linéaire pour l’acier est satisfaisante. Les lois d’adhérence sont identifiées sur la base d’essais
expérimentaux de pull-out (voir tableau 2.1 à titre d’exemple). Des expressions empiriques
sont ainsi proposées pour leurs paramètres d’identification.

Pour l’interface, et par souci de simplicité, les mêmes propriétés matériau que celles du
béton lui sont attribuées. Pour la même raison, une loi de comportement linéaire est attribuée
à cette interface. Cependant, il est toujours possible de modifier les paramètres matériau de
l’interface et sa loi constitutive.

Si une loi constitutive nonlinéaire va être attribuée à l’interface, le terme EiSiBui de
l’équation (3.31) doit être remplacé par Siσ(Bui), où σ(Bui) est la contrainte dans l’inter-
face liée à la déformation Bui via la loi nonlinéaire adoptée. L’épaisseur à associer à l’inter-
face est un paramètre de chaque élément biphasique. Ce paramètre d’épaisseur possède une
interprétation physique puisque le comportement expérimental de l’interface montre qu’une
zone spécifique de béton tout autour de l’acier est principalement endommagée, et cette zone
représente bien l’interface. Des études de sensibilité seront menées dans les sous-chapitres
suivants pour étudier l’influence de la valeur d’épaisseur d’interface sur le comportement des
éléments structurels en béton armé.

Le tableau 3.1 résume les principaux paramètres d’identification des éléments biphasiques.
Des paramètres supplémentaires peuvent être ajoutés pour décrire les lois constitutives non-
linéaires d’acier et d’interface (si on souhaite attribuer une loi nonlinéaire à l’interface). Ces
paramètres dépendent dans ce cas des lois constitutives choisies. En outre, une loi d’adhé-
rence nonlinéaire est généralement utilisée. Les paramètres de cette loi de liaison dépendent
(en termes de nombre de paramètres et d’interprétation physique de chaque paramètre) de
la loi de liaison choisie.

Paramètre Description Unité
Es Module d’Young d’acier GPa
Ss Section de la barre d’acier m2

Ei Module d’Young d’interface GPa
Si Section d’interface m2

Tableau 3.1 – Principaux paramètres identifiant un élément biphasique.

3.5 Algorithme de résolution global
La résolution aux éléments finis comprend l’utilisation de deux algorithmes de Newton

Raphson : un au niveau global de l’ensemble de la structure étudiée, et un autre au niveau
local de chaque macro-élément. L’algorithme global 1 est appelé à chaque pas de temps n.

Il est important de noter que l’algorithme global 1 est un algorithme de Newton Raphson
classique. Lors du calcul de la rigidité et des forces internes des macro-éléments, l’algorithme
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Algorithme 1 Algorithme de résolution global
U totn+1 ←U totn (= 0 pour le premier pas de temps), voir équation (4.18) pour la définition
de U tot

conv ← 0
k ← 0
U tot k

= U totn+1

tant que conv = 0 faire
Calcul de Rk = Ftotn − Fk (Utotk) (voir équation (3.15)). À cette étape, l’algorithme

local 2 est appelé pour calculer la contribution de chaque macro-élément dans Fk (repré-
sentée par le vecteur fb dans l’algorithme 2)

Calcul de U totk+1
= U totk + (ktotk)

−1Rk (voir équation (3.18)). À cette étape, l’algo-
rithme local 2 est appelé pour calculer la contribution de chaque macro-élément dans ktot
(représentée par la matrice kem dans l’algorithme 2)

Calcul de Rk+1 = Ftotn − Fk+1

(
Utotk+1

)
si Rk+1 < tolrance alors
conv ← 1
Utotn = Utotk+1

sinon
k ← k + 1

fin si
fin tant que

local 2 (qui a également une structure de Newton Raphson classique) est appelé par l’al-
gorithme global 1. En d’autres termes, le macro-élément peut être facilement mis en œuvre
dans n’importe quel code de résolution d’éléments finis sans modification de sa structure.

3.6 Algorithme de résolution local
L’algorithme local 2 est défini à l’échelle des macro-éléments. ki est l’indice utilisé pour

les itérations locales.

3.7 Applications
Dans ce sous-chapitre, la formulation de macro-élément est utilisée pour modéliser : un

essai de pull-out, un essai de tirant, un essai de bord de poutre, un essai de poutre en flexion
trois points, et un essai de poutre en flexion quatre points.

3.7.1 Essai pull-out

L’essai de [Torre-Casanova, 2012] est modélisé afin de valider la formulation de macro-
élément. Deux choix de modélisation de l’essai sont effectués : modélisation simplifiée 1D
et modélisation 3D. Dans le cas spécifique du modèle 1D, les macro-éléments représentent
l’acier, le béton et les contraintes de liaison acier-béton. En d’autres termes, la partie interface
des macro-éléments représente l’ensemble du volume de béton. Pour le modèle 3D, les macro-
éléments représentent l’acier, l’interface, et les contraintes de liaison, et sont attachés à des
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Algorithme 2 Algorithme de résolution local
convi ← 0
ki ← 0
uT

tot =
[
ub ur

]T . ub est donné par l’algorithme global. Il reste constant dans cet
algorithme local. Une première estimation de la valeur de ur est égale à sa valeur pour
dernier pas de temps convergé
tant que convi = 0 faire

Calcul des quantités élémentaires pel et ∂pel

∂uel pour chaque élément biphasique du
macro-élément selon les équations (3.29) et (3.31)

Calcul de ftot = A
Nbp

e=1 p
el et kbp = A

Nbp

el=1
∂pel

∂uel

Calcul de fr = ftotr
Calcul Rki = −fr
si Rki < tolrance alors
convi ← 1
Condensation statique : kem = kbb − kbrk

−1
rr krb (voir équation (3.36)) et fb =

ftotb. kem et fb représentent la matrice de rigidité et le vecteur de forces internes du
macro-élément renvoyés à l’algorithme global

sinon
urki+1

= urki
+ krr

−1Rki

ki ← ki + 1
fin si

fin tant que

éléments volumiques de béton. Des configurations monotones et cycliques de chargement
sont étudiées.

3.7.1.1 Description de l’essai

L’essai d’arrachement (pull-out) de [Torre-Casanova, 2012] est décrit ici. La géométrie de
l’essai est composée d’un cube de béton traversé par une seule barre d’armature en acier. La
translation du cube est bloquée par une plaque métallique. L’échantillon se repose sur un
support en téflon afin d’assurer un alignement correct entre la barre d’acier et la direction
du déplacement imposé, empêchant ainsi la flexion de l’armature. Le glissement armature-
béton est mesuré par un premier capteur LVDT (Linear Variable Differential Transformer)
situé à l’extrémité non chargée de l’armature. Un deuxième capteur LVDT est situé du côté
du chargement pour obtenir une deuxième valeur de glissement acier-béton. La longueur de
contact est égale à cinq fois le diamètre de la barre d’acier, noté da. Cette valeur de longueur
de contact est recommandée dans [RILEM, 1970b]. La valeur de contrainte d’adhérence τ
est supposée constante le long de la barre d’acier et est estimée comme suit :

τ =
F

daLπ
(3.38)

F étant la force de réaction mesurée et L la longueur de contact acier-béton. La loi d’adhé-
rence déduite de l’essai décrit l’évolution de la valeur de contrainte d’adhérence calculée par
rapport au glissement mesuré à l’extrémité libre de la barre d’acier.
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Figure 3.6 – Principe de l’essai de pull-out de [Torre-Casanova, 2012].

3.7.1.2 Modélisation 1D

L’essai de pull-out est ici représenté avec un seul macro-élément.

3.7.1.2.1 Propriétés des matériaux
Pour ce modèle 1D, des lois constitutives élastiques linéaires sont affectées à l’acier et

au béton (la zone d’interface du macro-élément ici). La seule source de non-linéarité dans le
modèle provient de l’expression nonlinéaire de la loi d’adhérence acier-béton.

La loi d’adhérence de [Murcia-Delso et al., 2011] est utilisée (voir figure 2.9). Cette loi a été
initialement proposée pour modéliser le comportement de contraintes d’adhérence-glissement
des barres d’acier confinées de grands diamètres. Cependant, elle peut être utilisée pour le cas
général de n’importe quel diamètre de barre, et appliquée pour des barres confinées ou non
confinées, en calibrant ses paramètres d’une manière appropriée. Cette loi est choisie pour
sa simplicité. Elle peut être appliquée pour des configurations de chargement monotones et
cycliques, et est définie par trois paramètres : la force d’adhérence maximale τ1, le glissement
g1 pour lequel τ1 est atteint, et le glissement g3. Pour des valeurs de glissement supérieures
à g3, la contrainte d’adhérence de la version monotone de la loi reste constante. Le tableau
3.2 résume les propriétés des matériaux utilisées pour le modèle de pull-out 1D.

Paramètre Description Value Unit
Ec Module d’Young du béton 28 GPa
Es Module d’Young de l’acier 200 GPa
τ1 Paramètre d’entrée de la loi d’adhérence (figure 2.8) 22.5 MPa
g1 Paramètre d’entrée de la loi d’adhérence (figure 2.8) 1.45 mm
g3 Paramètre d’entrée de la loi d’adhérence (figure 2.8) 10 mm

Tableau 3.2 – Propriétés matériau pour le modèle d’arrachement 1D.

Il est à noter que les paramètres de la loi d’adhérence sont choisis pour décrire au mieux
la courbe expérimentale de la loi de liaison de [Torre-Casanova, 2012] (voir figure 3.7).

3.7.1.2.2 Maillage
La partie centrale de l’essai où l’acier et le béton sont en contact est représentée, avec une

longueur de contact égale à cinq fois le diamètre de la barre. Un macro-élément est utilisé
pour représenter l’ensemble de l’essai. Ce macro-élément est subdivisé en trois éléments
biphasiques. La figure 3.8 montre le maillage et les conditions aux limites. Pour cet exemple
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Figure 3.7 – Lois d’adhérence analytique et expérimentale.

1D, la section transversale de la partie d’interface du macro-élément représente la section de
l’échantillon de béton de l’essai, qui est égale à 15da × 15da, où da réfère au diamètre de la
barre d’acier égal à 12 mm.

Déplacement imposé

Béton

Acier

Un élément biphasique

Un macro-élément

−0.06 m = −5𝑑𝑎 0

Figure 3.8 – Modèle de pull-out 1D.

3.7.1.2.3 Résultats
Les figures 3.9 et 3.10 illustrent le déplacement imposé et les courbes de réaction pour des

configurations de chargement monotone et cyclique. Le travail expérimental [Torre-Casanova,
2012] se focalise sur des essais d’arrachement monotones. Pourtant, la loi de [Murcia-Delso
et al., 2011] peut reproduire le comportement cyclique de liaison sans le besoin de définir
des paramètres d’entrée supplémentaires par rapport à le version monotone de la loi. Pour
le cas cyclique, les conditions aux limites sont modifiées entre les deux configurations de la
figure 3.11 à chaque fois que le déplacement imposé est égal à zéro.

3.7.1.2.4 Discussion
Les courbes de réaction montrent que l’expression reliant la force de réaction F à la

contrainte d’adhérence τ (équation (3.38)) de l’essai de pull-out est vérifiée. Une parfaite
superposition entre la courbe contrainte d’adhérence – glissement en entrée et celle post-
traitée à partir de la force résultante est observée, comme le montre la figure 3.12.
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Figure 3.9 – Modèle 1D de pull-out monotone ; déplacement imposé (a) et courbe de
réaction (b).
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Figure 3.10 – Modèle 1D de pull-out cyclique ; déplacement imposé (a) et courbe de réaction
(b).
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(a)

Déplacement imposé
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Figure 3.11 – Configurations (a) and (b) du modèle de pull-out cyclique 1D.

L’avantage de la discrétisation interne est qu’elle permet d’accéder à des valeurs internes
telles que les déplacements des nœuds internes et les contraintes internes dans l’acier et le
béton. Par exemple, les figures 3.13 et 3.14 montrent les valeurs de forces dans les éléments
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Figure 3.12 – Lois d’adhérence d’entrée et de sortie du modèle de pull-out 1D.

de béton et d’acier et les déplacements des nœuds internes et externes de béton et d’acier
pour tous les pas de temps de la résolution de l’exemple de pull-out avec un chargement
monotone.

Le modèle de pull-out 1D est un modèle simplifié mais néanmoins représentatif de l’essai
d’arrachement. Toutefois, ce modèle ne montre pas la distribution d’endommagement dans
le volume de béton. C’est pourquoi un modèle de pull-out 3D est présenté dans le paragraphe
suivant.
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Figure 3.13 – Modèle de pull-out 1D ; forces dans le béton (a) et dans l’acier (b).

3.7.1.3 Modélisation 3D

Il est possible d’utiliser des macro-éléments pour effectuer une modélisation 3D de l’essai
de pull-out. Les macro-éléments représentent dans ce cas des éléments de barres d’acier,
une zone d’interface, et des contraintes d’adhérence. Ils sont accrochés avec des relations
cinématiques à des éléments volumiques de béton. Dans le modèle de pull-out 1D, la section
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Figure 3.14 – Modèle de pull-out 1D ; déplacements longitudinaux des noeuds de béton (a)
et d’acier (b).

de la partie d’interface des macro-éléments représentait la section transversale du volume de
béton. Pourtant, des éléments volumiques 3D sont utilisés ici pour modéliser le béton. Par
ailleurs, la première étape de la modélisation 3D consiste à mener une analyse de sensibilité
par rapport à la valeur de l’épaisseur de la partie d’interface du macro-élément.

3.7.1.3.1 Propriétés des matériaux
La loi de comportement linéaire de l’acier et la loi d’adhérence sont identiques à celles

utilisées pour le modèle de pull-out 1D. Le choix d’associer un comportement linéaire à
l’acier est fait puisque la barre d’acier ne se plastifie pas lors de l’essai de [Torre-Casanova,
2012]. Pour ce modèle 3D, une loi d’endommagement nonlinéaire régularisée de Mazars est
affectée au béton (voir annexe A). Les propriétés utilisées pour le béton sont résumées dans
le tableau 3.3.

Paramètre Description Valeur Unité
Ec Module d’Young 28 GPa
νc Coefficient de poisson 0.22 -
ft Résistance à la traction 3.12 MPa
εd0 Déformation seuil ft

Ec
= 1.1143× 10−4 -

At Paramètre de la loi locale de Mazars Pas utilisé pour la loi régularisée -
Bt Paramètre de la loi de Mazars Régularisé (équation (A.7)) -
Ac Paramètre de la loi de Mazars 1.1 -
Bc Paramètre de la loi de Mazars 700 -
β Paramètre de la loi de Mazars 1.06 -
Gf Énergie de fissuration 150 N/m

Tableau 3.3 – Paramètres du béton pour le modèle de pull-out 3D.

3.7.1.3.2 Maillage
Le maillage illustré dans la figure 3.15 est choisi. La figure 3.16 montre les conditions aux

limites présentées sur une section du maillage de la figure 3.15. Un déplacement est imposé à
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un nœud externe de la partie acier des macro-éléments. Trois macro-éléments relient l’acier
et le béton. Pour cette modélisation 3D, aucune discrétisation interne n’a été effectuée dans
chaque macro-élément. Les nœuds d’interface et d’acier des macro-éléments ont les mêmes
coordonnées avant l’application du chargement.

Macro-éléments

Figure 3.15 – Maillage du modèle de pull-out 3D.
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Figure 3.16 – Conditions aux limites du modèle de pull-out 3D.

3.7.1.3.3 Résultats
La figure 3.17 montre les courbes de déplacement imposé et de réaction pour un charge-

ment monotone. Une étude de sensibilité est réalisée par rapport à l’épaisseur de l’interface.
La figure 3.17(b) montre les courbes de réaction pour différentes valeurs d’épaisseur. Le
changement de cette valeur d’épaisseur change légèrement la rigidité initiale de la structure.

La figure 3.18 montre un choix de déplacement imposé cyclique et la courbe de réaction
correspondante, avec l’épaisseur de l’interface prise égale au diamètre de la barre d’acier. Les
conditions aux limites sont modifiées entre les deux configurations illustrées dans la figure
3.19 à chaque fois que le sens du déplacement imposé est modifié.

L’avantage de la modélisation 3D par rapport à la modélisation 1D est la possibilité de
visualiser le champ d’endommagement dans le volume de béton. Les figures 3.20 et 3.21
montrent la distribution de l’endommagement du béton au dernier pas de temps pour la
configuration de chargement monotone, et à différents stades de chargement notés A1, A2 et
A3 sur la courbe de réaction de la figure 3.18, pour la configuration de chargement cyclique.
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Figure 3.17 – Déplacement imposé (a) et courbes de réaction (b) du modèle de pull-out
3D avec un chargement monotone.

3.7.1.3.4 Discussion
Un changement de la rigidité globale de la structure étudiée du au changement de l’épais-

seur de l’interface est attendu puisque le changement de l’épaisseur de l’interface modifie sa
rigidité. Au niveau global de la structure, cela se traduit par une légère modification de la ri-
gidité initiale globale. Parmi les différentes valeurs d’épaisseur testées pour le cas monotone,
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Figure 3.18 – Modèle de pull-out 3D cyclique ; déplacement imposé (a) et courbe de réaction
(b).
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Figure 3.19 – Configurations (a) et (b) pour le modèle de pull-out cyclique 3D.
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Figure 3.20 – Cartographie d’endommagement du béton obtenue en fin de chargement
pour l’exemple de pull-out 3D avec un chargement monotone.

une valeur de 12 mm donne la courbe la plus proche de la courbe résultante de la simulation
1D. Cette valeur est équivalente au diamètre de la barre d’acier. En outre, les courbes de
réaction sont très proches les unes des autres et presque identiques pour des valeurs d’épais-
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Figure 3.21 – Cartographies d’endommagement à différents stades de la courbe de réaction :
A1 (a), A2 (b), et A3 (c) du modèle de pull-out 3D cyclique (voir figure 3.18).

seur comprises entre 3 mm et 12 mm. Il est à noter ici que la variabilité de la rigidité initiale,
observée par un changement de la pente initiale de la courbe de réaction, reste inférieure à la
variabilité expérimentale. En effet, répéter expérimentalement l’essai de pull-out donne des
courbes de réaction différentes lors de chaque répétition.

L’endommagement du béton est localisé dans une zone spécifique tout autour de la barre
d’acier. Concrètement, pour le modèle de pull-out 3D, deux types de non-linéarités sont mis
en jeu : les non-linéarités du modèle d’interface portées par le macro-élément, et l’endom-
magement du béton. Ainsi, puisqu’une part importante des non-linéarités totales est prise
en compte au niveau de l’interface, seule une zone spécifique de béton entourant l’acier est
endommagée. Ce résultat justifie le choix d’affecter une loi constitutive linéaire à l’acier et
au béton dans le modèle de pull-out 1D. En d’autres termes, si on s’intéresse à reproduire
numériquement la loi d’adhérence de l’essai, le modèle de pull-out 1D peut être considéré
comme un modèle suffisamment détaillé et représentatif de l’essai de pull-out.

Il est intéressant de visualiser la répartition des contraintes de cisaillement σxy dans le
volume de béton et de l’interpréter. La figure 3.22 montre que les contraintes de cisaillement
sont symétriques par rapport à l’axe de la barre, ce qui est prévu parce qu’un déplacement
horizontal est imposé au noeud externe de la barre d’acier. Près de l’acier, ces contraintes
de cisaillement ont les valeurs maximales, puis leur valeur diminue lorsque la distance par
rapport à l’axe de l’acier augmente.
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Figure 3.22 – Contraintes de cisaillement dans le béton pour le dernier pas de temps du
modèle de pull-out 3D monotone.

L’endommagement et les contraintes de cisaillement étant symétriques dans le volume de
béton par rapport à l’acier, une représentation plus réaliste de la fissuration expérimentale
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de pull-out peut être possible, en définissant des champs aléatoires de propriétés de béton.
Une seconde piste d’amélioration du résultat numérique d’endommagement consiste à consi-
dérer des contraintes d’adhérence dans la direction normal par rapport à l’acier, en plus des
contraintes longitudinales. Dans ce cas, une résultante inclinée de contraintes d’adhérences
peut favoriser une propagation diagonale d’endommagement dans le volume du béton, ce qui
représente une meilleure reproduction de la fissuration expérimentale de pull-out.

3.7.2 Exemple de tirant en béton armé

Les essais de tirants sont généralement étudiés afin de comprendre l’influence de la pré-
sence de l’interface acier-béton sur la distribution des fissures dans le béton. Le modèle de
macro-élément est ici utilisé pour modéliser un tirant en béton armé. L’essai de tirant ex-
périmentalement étudié par [Farra, 1995] est considéré. Cet essai a été modélisé par [Torre-
Casanova, 2012] et [Mang, 2015]. Le but ici est de tester la possibilité de reproduire le
comportement expérimental du tirant avec le modèle de macro-élément.

3.7.2.1 Description de l’essai

Le déplacement longitudinal de l’une des extrémités de la barre d’acier est bloqué alors
qu’un déplacement longitudinal est imposé à son autre extrémité. La barre est d’un diamètre
de 10 mm. Le béton a une section transversale de 0.1 × 0.1m2. La figure 3.23 illustre la
géométrie et les conditions aux limites du tirant.

Déplacement 

imposé

1.15 m

0.1 × 0.1 m
Diamètre = 10 mm

Barre d’acier : déplacement 

bloqué dans les directions    et

Figure 3.23 – Description du tirant de [Farra, 1995].

Deux types de modélisation sont réalisés : l’un avec un comportement linéaire affecté au
béton et l’autre avec un comportement nonlinéaire. Pour chaque type de modélisation, les
options d’adhérence parfaite acier-béton et d’adhérence imparfaite sont testées. Pour le cas
d’adhérence parfaite, la formulation de macro-élément n’est pas utilisée. Des barres d’acier
sont parfaitement reliées aux éléments de béton via des relations cinématiques. Cependant,
lorsque les non-linéarités de l’interface sont prises en compte dans la modélisation, des macro-
éléments sont utilisés pour représenter l’acier et l’interface.

3.7.2.2 Modélisations avec un comportement linéaire de béton

Pour ce type de modélisation, un comportement linéaire est associé au béton, le but
étant de concentrer l’étude sur la prise en compte (ou non) d’un comportement nonlinéaire
de l’interface.
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3.7.2.2.1 Propriétés des matériaux
Expérimentalement, l’acier se plastifie à la fin de l’essai de tirant. L’intérêt ici est d’étudier

la phase de fissuration de béton durant laquelle le comportement de l’acier est linéaire. Une
loi de comportement linéaire est associée à l’acier avec un module d’Young égal à 200 GPa.
Le tableau 3.4 résume les propriétés matériau adoptées pour le béton.

Paramètre Description Valeur Unité
Ec Module d’Young 30.4 GPa
νc Coefficient de poisson 0.22 -

Tableau 3.4 – Propriétés de béton utilisées pour la modélisations de l’essai de tirant avec
un comportement linéaire de béton.

La loi d’adhérence est identique à la loi utilisée par [Mang, 2015] lors de la modélisation
de cet exemple de tirant. Cette loi est celle illustrée sur la figure 3.24. Les différents couples
de valeurs de la figure 3.24 sont reliés par des segments de droite.

X = 0 ; Y = 0

X = 0.002 mm ; Y = 2 MPa

X = 0.85 mm ; Y = 20.8 MPa

X = 15 mm ; Y = 2 MPa
X = 16 mm ; Y = 2 MPa
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Figure 3.24 – Loi nonlinéaire d’adhérence.

3.7.2.2.2 Maillage
Un objectif principal de ce choix de modélisation avec un béton linéaire est de compa-

rer les résultats à ceux issus de la même modélisation réalisée par [Mang, 2015] (qui sont
donc des résultats de référence). Cette comparaison permet de valider la représentativité de
la formulation de macro-élément. En d’autres termes, la comparaison est faite pour tester
la possibilité de reproduire des résultats similaires en remplaçant le modèle d’interface de
[Mang, 2015] par l’approche de macro-élément. Le maillage choisi est donc identique à celui
utilisé dans [Mang, 2015] pour ce type de modélisation (comportement linéaire pour de bé-
ton). Il est généré de manière à avoir 5× 5 éléments dans la section transversale de béton, et
58 éléments le long de l’axe du tirant. Pour l’option d’adhérence parfaite, des éléments barres
sont utilisés pour mailler l’acier. 58 éléments barres représentent l’acier le long de la longueur
de contact (égale à la longueur totale de béton de 1.15 m), et deux éléments d’acier supplé-
mentaires sont liés aux extrémités des premiers 58 éléments. Des relations cinématiques de
déplacement imposent une adhérence parfaite acier-béton. Lors de l’utilisation d’un modèle
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nonlinéaire pour l’interface, 58 macro-éléments sont utilisés le long de la longueur de contact
acier-béton. Ces macro-éléments sont discrétisés chacun en deux éléments biphasiques. Deux
éléments barres d’acier sont liés aux extrémités de la partie acier des macro-éléments. Les
deux options de maillage sont illustrées dans les figures 3.25 et 3.26.

Figure 3.25 – Maillage 3D pour la modélisation de tirant avec un comportement linéaire
de béton.

Un macro-élément

Acier
Interface

Macro-éléments pour l’étude de l’interface

Interface parfaite acier-béton

Acier

Figure 3.26 – Section longitudinale dans le maillage 3D pour la modélisation de tirant avec
un comportement linéaire de béton

3.7.2.2.3 Résultats
La longueur des deux éléments d’acier ajoutés à l’extérieur du volume de béton n’est pas

indiquée dans [Mang, 2015], bien que sa modification change légèrement la rigidité du tirant.
La longueur de chacun de ces deux éléments d’acier est ici considérée égale à 0.05 m. Cette
valeur est déduite en modélisant le tirant avec un comportement linéaire de béton et une
liaison parfaite acier-béton. La courbe de réaction est ensuite tracée et la valeur de 0.05 m
est choisie puisqu’elle donne la même courbe de réaction de [Mang, 2015], pour cette même
modélisation linéaire d’adhérence parfaite.

La formulation de macro-élément est ensuite introduite à la modélisation tout en conser-
vant le choix d’un comportement linéaire de béton. Ainsi, dans ce cas, la non-linéarité de la
modélisation n’est liée qu’à la loi d’adhérence nonlinéaire (figure 3.24).

La figure 3.27 montre différentes courbes de réaction avec ou sans adhérence parfaite,
pour plusieurs modèles d’interface. Les courbes associées aux modèles d’interface de [Torre-
Casanova, 2012] et de [Mang, 2015] sont présentées dans [Mang, 2015] pour des modélisations
identiques aux modélisations réalisées ici (même maillage, même propriétés de matériaux, et
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même nombre de pas de temps). La figure 6 montre également différentes courbes de réaction
pour une interface imparfaite prise en compte au sein des macro-éléments avec différentes
épaisseurs de la zone de gaine d’interface des macro-éléments. Les courbes obtenues avec
différentes valeurs d’épaisseur sont très proches.
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Figure 3.27 – Courbes de réaction.

Le modèle de [Mang, 2015] est une extension du modèle de [Torre-Casanova, 2012], selon
[Mang, 2015]. Il est donc attendu d’observer des courbes superposées avec ces deux modèles.
Les courbes obtenues avec le modèle à macro-éléments sont légèrement plus atténuées que
les courbes obtenues par les modèles de [Torre-Casanova, 2012] et [Mang, 2015] pour une
même loi d’adhérence. Étant donné que les conditions de modélisations sont les mêmes pour
les différents modèles d’interface, une comparaison du nombre d’itérations nécessaire à la
convergence de l’algorithme de résolution de Newton-Raphson global est faite (figure 3.28).
La modélisation avec le modèle de macro-élément pour une épaisseur d’interface de 5 mm
est choisie pour la comparaison.

3.7.2.2.4 Discussion
La figure 3.28 démontre la robustesse numérique du modèle de macro-élément par rap-

port aux modèles d’interface de [Torre-Casanova, 2012] et de [Mang, 2015]. Pour le modèle
de macro-élément qui sous-structure la résolution, le nombre d’itérations est stable et ne
dépasse pas trois itérations. Le tableau 3.5 récapitule le nombre total d’itérations associé
aux différents modèles d’interface.

Le rapport du nombre total d’itérations associé aux différents modèles d’interface au
nombre total d’itérations avec une liaison parfaite est égal à 1.445 en utilisant le modèle
d’interface de [Torre-Casanova, 2012] et à 1.495 en utilisant le modèle d’interface de [Mang,
2015]. Pour la modélisation par macro-éléments, ce rapport devient égal à 1.045, ce qui
revient à une diminution d’environ 33% par rapport aux modèles de [Torre-Casanova, 2012]
et de [Mang, 2015].
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Figure 3.28 – Nombre d’itérations en fonction du pseudo-temps pour différents modèles
d’interface.

Modèle d’interface Nombre total d’itérations
Adhérence parfaite 200

Modèle de [Torre-Casanova, 2012] 289
Modèle de [Mang, 2015] 299

Macro-élément 209

Tableau 3.5 – Nombre total d’itérations nécessaires pour la convergence.

La raison pour laquelle l’utilisation des macro-éléments implique une meilleure robustesse
numérique est qu’un algorithme local est utilisé pour établir l’équilibre interne au niveau de
chaque macro-élément. L’algorithme local est appelé à chaque fois que la matrice de rigidité
de la structure est calculée ou mise à jour, et lors du calcul des forces internes. Ici, lors de la
résolution complète de l’exemple de tirant, l’algorithme local du macro-élément est appelé
519 fois (pour un total de 100 pas de temps) :

• Une première fois lors du calcul de la rigidité initiale de la structure ;
• 100 fois au début de chaque pas de temps lors de la mise à jour de la matrice de

rigidité ;
• 209× 2 fois à chaque itération globale lors de la mise à jour de la matrice de rigidité

et lors du calcul des forces internes pour estimer le résidu. 209 représente le nombre
total des itérations globales (la somme de toutes les itérations des différents pas de
temps, voir tableau 3.5).

Les itérations locales ne dépassent que quelques fois une itération avec un maximum de
trois itérations. Les macro-éléments sont numérotés de 1 à 58 dans un ordre croissant par
rapport à leur position longitudinale. La figure 3.29 montre le nombre d’itérations locales
pour les macro-éléments 1, 30 et 40.

Les itérations locales à l’échelle du macro-élément facilitent la convergence globale. Ces
itérations locales sont peu coûteuses par rapport aux itérations à l’échelle globale puisqu’elle
sont définies à l’échelle locale du macro-élément.

83

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



0 100 200 300 400 500
Nombre de fois l'algorithme local est appelé

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

It
é

ra
ti
o

n
s
 l
o

c
a

le
s

Macro-élément 1

Macro-élément 30

Macro-élément 40

Figure 3.29 – Nombre d’itérations locales.

Pour ce test de tirant, le temps de calcul d’une itération locale représente environ 1%
du temps de calcul d’une itération globale. Cet exemple donne une idée de l’avantage de
la discrétisation interne qui permet d’obtenir une meilleure convergence de la résolution, en
contrôlant la cinématique locale interne. En conséquence, cela conduit à une convergence plus
rapide par rapport à un calcul 3D complet, où les non-linéarités de l’interface sont prises en
compte à l’échelle globale. Cette accélération de la convergence est montrée dans le tableau
3.6 qui compare le ratio du temps de calcul des modélisations d’adhérence imparfaite par
rapport à une modélisation d’adhérence parfaite.

Modèle d’interface Ratio du temps de calcul par rapport à
une modélisation d’adhérence parfaite

Modèle de [Torre-Casanova, 2012] 3.4375
Modèle de [Mang, 2015] 2.5

Macro-élément 1.426

Tableau 3.6 – Comparaison des ratios de temps de calcul par rapport à une modélisation
d’adhérence parfaite.

Les résultats de ce test permettent de prédire un écart plus important du coût de calcul
d’une itération locale par rapport à celui d’une itération globale pour des structures à plus
grande échelle. Une itération locale est toujours à l’échelle d’un macro-élément, tandis qu’une
itération globale est à l’échelle de la structure étudiée.

Il est intéressant ici, toujours dans le cadre de la modélisation avec un comportement
linéaire d’acier et de béton, de mener une étude complémentaire portant sur l’influence de la
rigidité du modèle d’interface sur la courbe de réaction résultante. Pour cela, une analyse est
réalisée en remplaçant la loi d’adhérence de la figure 3.24 par une loi linéaire. La figure 3.30
montre des courbes de réaction avec des lois d’adhérence linéaires ayant différentes valeurs
de pentes comparées à la courbe de liaison parfaite.

Le résultat de la figure 3.30 montre que lorsqu’on augmente la pente de la loi d’adhérence
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Figure 3.30 – Courbes de réaction avec des lois d’adhérence linéaires comparées à la courbe
de réaction d’adhérence parfaite.

linéaire, la courbe de réaction se rapproche de la courbe de liaison parfaite. En d’autres
termes, le cas d’adhérence parfaite est équivalent à une interface infiniment rigide.

3.7.2.3 Modélisations avec un comportement nonlinéaire de béton

L’endommagement du béton est ici pris en considération.

3.7.2.3.1 Propriétés des matériaux
Pour ce choix de modélisation, la loi de comportement d’endommagement de Mazars

[Mazars, 1984] régularisée en énergie selon Hillerborg [Hillerborg et al., 1976] est utilisée
(voir annexe A).

Les propriétés linéaires de béton ont les mêmes valeurs que celles utilisées pour les simula-
tions avec un comportement linéaire de béton (tableau 3.4). Des paramètres supplémentaires
sont définis pour caractériser la loi de Mazars. Ces paramètres sont présentés dans le tableau
3.7. La loi de comportement linéaire de l’acier et la loi d’adhérence de l’interface sont iden-
tiques aux lois utilisées pour les modélisation de béton linéaire (paragraphe 3.7.2.2.1).

Paramètre Description Valeur Unité
ft Résistance à la traction 2.6 MPa
εd0 Déformation seuil ft

Ec
= 8.5526× 10−5 -

At Paramètres de la loi locale de Mazars Pas utilisé pour la loi régularisée
Bt Paramètres de la loi de Mazars Régularisé (équation A.7) -
Ac Paramètres de la loi de Mazars 1.2 -
Bc Paramètres de la loi de Mazars 700 -
β Paramètres de la loi de Mazars 1.06 -
Gf Énergie de fissuration 150 N/m

Tableau 3.7 – Paramètres de la loi de Mazars.
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3.7.2.3.2 Maillage
Pour les modélisations avec un comportement nonlinéaire de béton, un maillage de béton

avec 3× 3 éléments dans la section et 35 éléments le long du tirant est utilisé (figure 3.31).
Chaque macro-élément est discrétisé en 5 éléments biphasiques, et une épaisseur de 2 mm
est utilisée pour l’interface.

Figure 3.31 – Maillage 3D pour la modélisation de tirant avec un comportement nonlinéaire
de béton.

Le critère d’endommagement de la loi de Mazars compare la déformation équivalente εeq
à la déformation seuil εd0. Une fois la déformation équivalente εeq atteint le seuil εd0, le béton
commence à s’endommager. Au début de l’essai étudié, les déformations dans le béton sont
constantes dans une zone centrale (le long du tirant sauf des longueurs de redistribution des
contraintes entre l’acier et le béton à ses extrémités). Pour cela, il est intéressant d’affecter
une variabilité à la déformation seuil pour représenter le comportement expérimental de
béton qui fissure en premier dans ses zones de faiblesse.

Une distribution aléatoire de la déformation seuil εd0 est considérée avec une loi Gaus-
sienne de moyenne égale à 8.5526 × 10−5 (valeur indiquée dans le tableau 3.7) et d’un co-
efficient de variation de 5%. La méthode des bandes tournantes est utilisée pour générer la
distribution avec une longueur de corrélation égale à la taille des éléments finis [Mantoglou
et Wilson, 1982]. La figure 3.32 montre la distribution de la déformation seuil dans le volume
de béton.
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Figure 3.32 – Distribution aléatoire du seuil d’endommagement.

3.7.2.3.3 Résultats
La figure 3.33 montre les courbes de réaction issues des simulations avec un comportement

nonlinéaire de béton, pour les options d’adhérence parfaite et imparfaite.

86

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



0 0.5 1 1.5 2

Déplacement imposé (m) 10
-3

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

R
é
a
c
ti
o
n
 (

N
)

10
4

Macro-élément

Adhérence parfaite

3

4

1

1

1.0e+00

2

2

3

5

4

5

Endommagement
0.9   0.8 0.7   0.6    0.5    0.4     0.3    0.2  0.1  0.0e+00

Figure 3.33 – Courbes de réaction des modélisations avec un comportement nonlinéaire de
béton.

Les numéros 1 à 5 indiqués dans la figure 3.33 désignent l’apparition successive des diffé-
rentes fissures dans le béton pour la modélisation avec des macro-éléments (comportement
nonlinéaire imparfait de l’interface).

La figure 3.34 compare la distribution de l’endommagement dans le béton avec les op-
tions d’adhérence parfaite acier-béton et d’adhérence imparfaite (modélisation par macro-
éléments). En comparant les distributions d’endommagement illustrés dans cette figure, on
peut déduire que lors de l’introduction d’un comportement nonlinéaire d’interface, un nombre
plus petit de fissures se produit dans le béton, avec une distance moyenne plus importante
entre les différentes fissures.
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Figure 3.34 – Distributions d’endommagement pour l’hypothèse d’adhérence parfaite (a)
et imparfaite dans le cadre des macro-éléments (b).

Une déformation moyenne de béton est calculée expérimentalement à partir du dépla-
cement relatif sur une longueur égale à 1 m au centre du tirant [Farra, 1995] (voir figure
3.35).

Numériquement, il est possible de calculer cette déformation moyenne selon les valeurs
de déplacement de deux nœuds d’interface A et B des macro-éléments. A et B doivent
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A B
1𝑚

𝜀 =
𝑢𝐵 − 𝑢𝐴
1 𝑚

Figure 3.35 – Calcul de la déformation moyenne de béton.

être positionnés à une distance de 0,075 m des faces externes droite et gauche de béton,
respectivement. Le maillage choisi ne comporte pas des noeuds placés à ces positions exactes.
Les deux noeuds du maillage les plus proches à ces positions sont donc choisis.

La figure 3.36 montre l’évolution de la contrainte d’acier au niveau du point d’application
du chargement (rapport de la force appliquée à la section de l’acier) en fonction de la défor-
mation moyenne de béton. Les courbes expérimentale et numérique (pour la modélisation
avec des macro-éléments) sont comparées dans cette figure.
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Figure 3.36 – Courbes numérique et expérimentale de l’évolution de la contrainte d’acier
en fonction de la déformation moyenne de béton.

3.7.2.3.4 Discussion
La figure 3.37 compare les distributions d’endommagement des modélisations d’adhérence

parfaite et d’interface imparfaite avec des macro-éléments à la fissuration expérimentale. Elle
montre l’importance de la prise en compte du comportement de l’interface acier-béton dans
les simulations des éléments en béton armé pour mieux estimer le nombre des fissures et leur
espacement. En effet, la distribution de l’endommagement dans le volume de béton repré-
sente mieux les faciès de fissuration expérimentale pour la modélisation où le comportement
nonlinéaire de l’interface est pris en compte. La valeur moyenne de l’espacement entre les fis-
sures est de 16 cm expérimentalement, et de 18 cm pour la modélisation par macro-éléments,
alors qu’elle est d’environ 11.2 cm pour la modélisation d’adhérence parfaite. Expérimen-
talement, 5 fissures principales sont observées dans le béton. 5 fissures sont obtenues dans
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la modélisation par macro-éléments, tandis que 10 fissures sont issues dans la modélisation
d’adhérence parfaite (figure 3.37). Il est important de noter ici qu’on suppose numérique-
ment que la position des fissures est détectée par une valeur d’endommagement égale à 1,
ou proche de 1.

Figure 3.37 – Comparaison du chemin de fissuration expérimental à la distribution de
l’endommagement dans le béton pour des hypothèses d’interface acier-béton parfaite et im-
parfaite.

La visualisation du champ de déformation longitudinale au lieu du champ d’endomma-
gement dans le béton facilite le comptage du nombre total de fissures (voir figure 3.38).
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Figure 3.38 – Déformation longitudinale de béton.

La modélisation d’un comportement nonlinéaire d’interface permet d’observer des sauts
de la valeur de la contrainte d’acier au moment de la fissuration (figure 3.36). L’amplitude de
ces sauts est liée, selon [Farra, 1995], au dispositif expérimental. Le dispositif expérimental
n’étant pas modélisé ici, il n’est pas intéressant de comparer les amplitudes des sauts expéri-
mentales et numériques. La courbe numérique de la figure 3.36 est considérée représentative
de la courbe expérimentale.

Le principal résultat de cette étude de tirant est la validation du modèle de macro-
élément. Par ailleurs, une meilleure représentation de la fissuration expérimentale du béton
est obtenue en tenant compte du comportement nonlinéaire de l’interface acier-béton. Cela
montre l’importance de la modélisation du comportement nonlinéaire de cette interface. En
outre, la modélisation de l’essai de tirant montre la robustesse numérique de la formulation
de macro-élément, et démontre la capacité de cette approche à reproduire le comportement
expérimental de l’interface.
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3.7.3 Test de bord de poutre

Les essais de bord de poutre peuvent être adoptés comme une alternative aux essais
de pull-out pour la caractérisation de l’interface [Cairns et Plizzari, 2003] [A944-10, 2010]
[Trujillo et al., 2018] [Rex et al., 2019]. Contrairement à l’essai de pull-out, l’essai de bord de
poutre représente l’état de la liaison dans une poutre. Le béton autour de la zone de liaison
des barres d’armature est soumis à un effort de cisaillement constant et à un moment de
flexion. Par ailleurs, l’enrobage du béton lors d’un essai de pull-out est généralement plus
élevé que l’enrobage dans les constructions courantes (sauf dans le cas où le diamètre des
barres est relativement petit). L’enrobage dans les essais de bord de poutre est généralement
plus représentatif de l’enrobage dans les constructions courantes que celui des essais de pull-
out. L’essai de bord de poutre de [Rex et al., 2019] est ici modélisé.

3.7.3.1 Description de l’essai

La configuration et les dimensions de l’essai sont indiqués dans la figure 3.39. La barre
d’acier tirée, d’un diamètre de 16 mm, est en contact direct avec le béton pour une distance
A2A3 (voir figure 3.40) de 80 mm. Cette distance est égale à 7 fois le diamètre cette barre.

Déplacement imposé

Barre d’acier ∅16

Cadres ∅6 (5 cadres)

Barres d’acier longitudinales

∅12 (4 barres)

S1

S4

S1 ; S4 : Déplacement bloqué selon

S2 ; S3 ; S5 : Déplacement bloqué selon

Tube PVC

Tube PVC

∅𝑖 : Diamètre 𝑖 mm de la barre 

Figure 3.39 – Configuration de l’essai de bord de poutre.

3.7.3.2 Modélisation de l’essai de bord de poutre

3.7.3.2.1 Propriétés des matériaux
Les barres d’acier sont supposées avoir un comportement élastique avec un module

d’Young de 200 GPa. Cette hypothèse est conforme aux observations expérimentales, étant
donné que l’acier ne se plastifie pas au cours de l’essai de bord de poutre étudié. Pour le bé-
ton, la loi de Mazars régularisée en énergie présentée dans l’annexe A est utilisée. Le tableau
3.8 résume les paramètres matériau de béton.

La loi d’adhérence de [Murcia-Delso et al., 2011] (figure 2.9) est utilisée. Il est intéressant
d’estimer les paramètres de la loi de liaison τ1, g1, et g3 avant de comparer les résultats de
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40 mm

450 mm

300 mm

∙

(a)

160 mm

112 mm

80 mm

112 mm

160 mm
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S4

S5

S3S2

Tubes PVC

A1 A2 A3 A4

(b)

Figure 3.40 – Sections transversale (a) et longitudinale (b) dans la géométrie de l’essai de
bord de poutre.

Paramètre Description Valeur Unité
Ec Module d’Young 28 GPa
νc Coefficient de poisson 0.2 -
ft Résistance à la traction 2.565 MPa
εd0 Déformation seuil ft

Ec
= 9.1607× 10−5 -

At Paramètre de la loi locale de Mazars Pas utilisé pour la loi régularisée -
Bt Paramètre de la loi de Mazars Régularisé (équation (A.7)) -
Ac Paramètre de la loi de Mazars 1.3 -
Bt Paramètre de la loi de Mazars 650 -
β Paramètre de la loi de Mazars 1.06 -
Gf Énergie de fissuration 150 N/m

Tableau 3.8 – Paramètres de béton pour la modélisation de l’essai de bord de poutre.

la modélisation avec les résultats expérimentaux. Différentes expressions empiriques sont re-
commandées dans la littérature pour ces trois paramètres. Le tableau 3.9 présente différentes
expressions empiriques pour la contrainte d’adhérence τ1 qui est la contrainte d’adhérence
maximale de la courbe enveloppe globale initiale de la loi.

Référence τ1 (MPa)

[Torre-Casanova, 2012]
ft(1.53

c
d + 0.36) : rupture par éclatement du béton

0.6f c : rupture par arrachement de l’acier
[Gao et al., 2018] 2.305fc

0.555

[Murcia-Delso et Benson Shing, 2015] 1.163fc
0.75

[Harajli, 2004] 2.57f ′
c
0.5

[Fib, 2010] tableau 3.10

Tableau 3.9 – Expressions empiriques de τ1.

Une seule expression est donnée dans [Gao et al., 2018] [Murcia-Delso et Benson Shing,
2015] [Harajli, 2004] pour τ1, tandis que deux expressions distinctes sont données dans [Torre-
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Casanova, 2012] pour les modes de ruine par arrachement d’acier et par éclatement du béton.
Dans [Fib, 2010], plusieurs expressions sont données (tableau 3.10).

Expression de τ1 Mode de ruine

2.5
√
fc

rupture par arrachement de l’acier
avec des bonnes conditions d’adhérence

1.25
√
fc

rupture par arrachement de l’acier
avec toutes les autres conditions d’adhérence

7.0
(

fc
20

)0.25 rupture par éclatement du béton
avec des bonnes conditions d’adhérence
pour un béton non confiné

8.0
(

fc
20

)0.25 rupture par éclatement du béton
avec des bonnes conditions d’adhérence
pour un béton confiné avec des cadres

5.0
(

fc
20

)0.25 rupture par éclatement du béton
avec toutes les autres conditions d’adhérence
pour un béton non confiné

5.5
(

fc
20

)0.25 rupture par éclatement du béton
avec avec toutes les autres conditions d’adhérence
pour un béton confiné avec des cadres

Tableau 3.10 – Expressions empiriques de τ1 selon le mode de ruine de l’interface proposées
par [Fib, 2010].

fc et f ′
c sont les valeurs de la résistance à la compression cubique et cylindrique du béton,

respectivement. Les indices c et d désignent l’enrobage de béton et le diamètre de la barre
d’acier (tableau 3.9).

Des propositions d’expressions empiriques sont données pour le glissement glissement g1
correspondant à la contrainte d’adhérence τ1 (tableau 3.11).

Référence g1 (mm)

[Torre-Casanova, 2012]
0.17 c

d : rupture par éclatement du béton
1 : rupture par arrachement de l’acier

[Murcia-Delso et Benson Shing, 2015] 0.07d

[Fib, 2010]

1 : rupture par arrachement de l’acier
avec des bonnes conditions d’adhérence
1.8 : rupture par arrachement de l’acier
avec toutes les autres conditions d’adhérence
Pas de valeur proposée pour
une rupture par éclatement du béton

Tableau 3.11 – Expressions empiriques de g1.

Il est recommandé d’attribuer la valeur de l’espacement cclear entre les crénelures de l’acier
au paramètre g3 de la loi d’adhérence dans [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015] et [Harajli,
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1994]. La même valeur est recommandée dans [Fib, 2010] pour une rupture par arrachement
de l’acier. Pourtant, une valeur de 1.2g1 est proposée dans [Fib, 2010] pour une rupture par
éclatement du béton quand le béton est non confiné. Avec un confinement du à la présence
des cadres, cette valeur est remplacée par 0.5cclear.

Pour le calcul de τ1 et g1, les recommandations de [Torre-Casanova, 2012] semblent être
un choix pratique puisque des valeurs distinctes sont données pour les deux mécanismes de
défaillance. Ces recommandations sont de plus simples comparées aux recommandations de
[Fib, 2010]. En revanche, aucune indication n’est donnée dans [Torre-Casanova, 2012] pour
créer une dépendance de la valeur du glissement g3 au mécanisme de rupture, ce qui doit être
le cas selon [Lemnitzer et al., 2009] (voir figure 2.12). Les recommandations de [Fib, 2010] sont
donc adoptées pour le calcul de g3. Ces choix donnent une méthode simple d’identification des
paramètres de la loi d’adhérence qui dépendent du mécanisme de défaillance. La prédiction
du mécanisme de rupture le plus susceptible de se produire peut être effectuée en utilisant
le critère de [Torre-Casanova, 2012] (équation (3.39)). Pour l’essai de bord de poutre étudié,
on s’attend à une rupture par éclatement du béton. Le tableau 3.12 résume les paramètres
de la loi d’adhérence adoptés.

c

d
< 0.39

fc
ft
− 0.24 : rupture par éclatement du béton

c

d
≥ 0.39

fc
ft
− 0.24 : rupture par arrachement de l’acier

(3.39)

Paramètre Valeur Unité
τ1 10.7 MPa
g1 0.425 mm
g3 5 mm

Tableau 3.12 – Paramètres de la loi d’adhérence utilisés pour la modélisation du test de
bord de poutre.

3.7.3.2.2 Maillage
La figure 3.41(a) montre le maillage du béton. La figure 3.41(b) détaille la configuration

des éléments de barres d’acier et celle des macro-éléments qui relient l’acier et le béton.
Aucune discrétisation interne n’est effectuée pour les macro-éléments ; chaque macro-élément
est composé d’un seul élément biphasique. Par souci de simplicité, la partie A3A4 de la barre
d’acier tirée (voir figure 3.40) n’est pas explicitement modélisée dans la simulation numérique.
Il est important de noter que les noeuds d’acier et d’interface des macro-éléments ont la même
position dans la configuration initiale (même si des nœuds distinctes sont illustrées dans les
figures 3.41(b) et 3.42 pour la représentation du modèle). Une épaisseur de 8 mm est ici
associée à la zone d’interface des macro-éléments. Des maillages coïncidents sont choisis
pour l’acier et le béton. Les déplacements des barres d’acier, à l’exception de la barre tirée,
sont égaux aux déplacements des nœuds de béton correspondants.

Les conditions aux limites indiquées dans la figure 3.39 sont appliquées. Les positions et
les dimensions des surfaces de béton bloquées dans les directions x et z de la figure 3.39 ne
sont pas précisées dans [Rex et al., 2019]. Ces dimensions sont ici approximées comme le
montre la figure 3.42.
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P

Zoom

P

(a)

Éléments barres en acier

A2

A3I1

I2

A1 acroM -éléments

(b)

Figure 3.41 – Maillage de l’exemple de test de bord de poutre (a) et configuration des
barres d’acier et des macro-éléments dans ce maillage (b).

P

S1

S4

S5

S3S2

Interface
Acier

A1 A2 A3

Figure 3.42 – Vue latérale du maillage.

Un élément barre d’acier est utilisé entre les nœuds d’acier A1 et A2. Les déplacements
du nœud A1 et de l’ensemble des nœuds des macro-éléments sont bloqués selon y et z.
Les déplacements longitudinaux de la partie d’interface des macro-éléments sont imposés
égaux aux déplacements des nœuds de béton correspondants, tandis que la partie d’acier des
macro-éléments est libre de glisser par rapport à partie d’interface.

Une condition aux limites supplémentaire est imposée au nœud de béton P indiqué dans
les figures 3.41(a) et 3.42. Le déplacement de ce nœud dans la direction y est bloqué. Cette
condition est ajoutée pour empêcher le déplacement de l’ensemble de l’échantillon de béton
dans la direction y.

3.7.3.2.3 Résultats
La figure 3.43 montre l’évolution des contraintes d’adhérence en fonction du glissement

acier-béton. Cette évolution est comparée à la marge de courbes expérimentales. Le glisse-
ment entre l’acier et le béton est calculé à la position longitudinale du nœud A3.

La distribution de l’endommagement dans le volume de béton au dernier de temps pour
lequel la valeur de glissement est égale à 5 mm est illustrée dans la figure 3.44.
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Figure 3.43 – Évolutions numérique et expérimentale des contraintes d’adhérence en fonc-
tion du glissement acier-béton.
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Figure 3.44 – Cartographie d’endommagement du béton.

3.7.3.2.4 Discussion
La figure 3.43 montre que l’approche adoptée pour identifier les paramètres de la loi

d’adhérence donne un accord satisfaisant avec les résultats expérimentaux. L’endommage-
ment atteint la face supérieure de béton (figure 3.44) similairement au comportement expé-
rimental de l’essai de bord de poutre. La figure 3.45 compare la fissuration expérimentale
vue au niveau de la face supérieure de béton à la distribution numérique d’endommagement
sur cette face. Cette figure montre que la position du point A où les fissures superficielles de
différentes directions sont initiées est numériquement bien estimée. Les fissures expérimen-
tales longitudinales et inclinées à 45 degrés sont numériquement représentées par le champ
d’endommagement. Cependant, la distribution numérique d’endommagement ne représente
pas la totalité des fissures expérimentales. Cela est dû au fait que dans la simulation numé-
rique, les non-linéarités de l’essai de bord de poutre sont distribuées au niveau de l’interface
par les macro-éléments (expression nonlinéaire de la loi d’adhérence) et dans les éléments
de béton sous forme de champ de d’endommagement. Autrement dit, l’endommagement du
béton ne représente pas l’ensemble des non-linéarités du modèle numérique. De plus, une
meilleure représentation numérique de la rupture expérimentale par éclatement du béton est
possible en incorporant des contraintes d’adhérence dans la direction normale par rapport
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à l’acier au sein de la formulation de macro-élément. Cela est envisageable en remplaçant
les éléments barres à trois noeuds constituant la version actuelle de macro-élément par des
éléments poutres.

Trajectoire de fissuration expérimentale

A

Figure 3.45 – Cartographie d’endommagement comparée à la fissuration expérimentale au
niveau de la face supérieure du béton.

Finalement, il est possible que le choix de la loi d’endommagement à adopter pour le
béton, ainsi que le calibrage des paramètres de la loi choisie, jouent un rôle dans l’amélioration
de la concordance entre les résultats numériques et expérimentales. Cet exemple d’application
se focalise pourtant sur le choix des paramètres de la loi d’adhérence acier-béton. Seule la
loi d’endommagement de Mazars de l’annexe A est testée pour le béton.

3.7.4 Exemple de poutre en flexion 3 points

Afin d’évaluer la performance du modèle de macro-élément dans le cadre d’un élément
structurel en flexion, la poutre en flexion trois points de [Ragueneau, 1999] est modélisée.

Dans un premier temps, l’essai de flexion trois points est modélisé en attribuant un
comportement nonlinéaire à l’acier et à l’interface et un comportement linéaire au béton.
Dans un second temps, un comportement nonlinéaire endommageant est attribué au béton.
Le but est de comparer la distribution du glissement le long de la poutre pour les deux choix
de modélisation.

3.7.4.1 Description de l’essai

Il s’agit d’une poutre en béton armé d’une longueur totale de 1.5 m et d’une portée
de 1.4 m. La poutre est d’une section transversale de 0.15 × 0.22 m. Deux barres d’acier
longitudinales de diamètre 14 mm chacune sont positionnées dans la zone tendue de la poutre.
Ces deux armatures sont ancrées au béton à leurs extrémités. Deux barres longitudinales de
diamètre 8 mm chacune sont placées dans la zone comprimée de la poutre. Des cadres de
diamètre 6 mm relient les barres longitudinales le long de la poutre. La géométrie de l’essai
de [Ragueneau, 1999] est présentée dans la figure 3.46.

3.7.4.2 Modélisation avec un comportement linéaire de béton

À cause de la double symétrie de la poutre, un quart de la géométrie est modélisé.
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1.4 m

Déplacement imposé

1.5m

0.15 m

0.22 m

Enrobage 

= 0.01 m

Barres d’acier longitudinales (2 barres)

Diamètre = 8 mm

Cadres (10 cadres)

Diamètre = 6 mm

Barres d’acier longitudinales (2 barres)

Diamètre = 14 mm

Figure 3.46 – Exemple de poutre en flexion 3 points étudié [Ragueneau, 1999].

3.7.4.2.1 Propriétés des matériaux
Pour la modélisation avec un comportement linéaire de béton, ce comportement est ca-

ractérisé par les propriétés du tableau 3.13.

Paramètre Description Valeur Unité
Ec Module d’Young 28 GPa
νc Coefficient de poisson 0.22 -

Tableau 3.13 – Paramètres de béton pour la modélisation de l’essai de poutre en flexion
trois points avec un comportement linéaire de béton.

La loi d’adhérence de [Murcia-Delso et al., 2011] est utilisée avec les paramètres résumés
dans le tableau 3.14.

Paramètre Valeur Unité
τ1 12.59 MPa
g1 1 mm
g3 8 mm

Tableau 3.14 – Paramètres de la loi d’adhérence pour la modélisation de l’essai de poutre
en flexion trois points.

Un comportement élastique plastique à écrouissage linéaire est attribué à l’acier avec les
paramètres du tableau 3.15.

Paramètre Description Valeur Unité
Ea Module d’Young 200 GPa
fy Limite élastique 500 MPa
Eh Pente d’écrouissage 4000 MPa

Tableau 3.15 – Paramètres d’acier pour la modélisation de l’essai poutre en flexion trois
points.
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3.7.4.2.2 Maillage
Le maillage de la figure 3.47 est choisi pour le béton. Les choix d’adhérence parfaite acier-

béton et d’adhérence imparfaite sont examinés. Pour le premier choix d’adhérence parfaite
les maillages d’acier et de béton sont coïncidents. En conséquence, les déplacements des
nœuds d’acier sont automatiquement imposés égaux aux déplacements des nœuds de béton.
Pour le deuxième choix d’adhérence imparfaite, des macro-éléments sont utilisés pour établir
ce comportement nonlinéaire d’interface. La partie interface des macro-éléments possède le
même déplacement que celui des nœuds de béton dans toutes les directions. Pour la partie
acier, elle a les mêmes déplacements que le béton dans les directions normales (via des
relations cinématiques) mais pas dans la direction longitudinale (ici c’est le long de l’axe
des x). Le long de cette direction longitudinale, l’acier peut glisser par rapport à l’interface,
l’interface étant parfaitement accrochée au béton. Au total, 16 macro-éléments sont utilisés.
Chaque macro-élément est discrétisé en 10 éléments biphasiques chacun.

Figure 3.47 – Maillage de béton pour l’exemple de poutre en flexion trois points.

La figure 3.48 montre la configuration des barres d’acier et des macro-éléments. Pour le
choix d’adhérence parfaite, les macro-éléments sont remplacés par des barres d’acier.

A

A

(a)

Coupe A-A
Un macro-élément

Un élément barre d’acier

Éléments barres (cadres)

Éléments barres (acier supérieur)

(b)

Figure 3.48 – Configuration des éléments d’acier et des macro-éléments du modèle de
poutre en flexion trois points dans le volume 3D du béton (a) et au niveau d’une coupe A-A
dans ce volume (b).

La figure 3.49 montre les conditions aux limites appliquées au volume de béton. Les
conditions imposées aux surfaces S1 et S2 de cette figure établissent les conditions de double
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symétrie de la poutre.

L1

L2

S1

S2

S1: Déplacement bloqué selon

S2: Déplacement bloqué selon

L1: Déplacement bloqué selon

L2: Déplacement imposé selon

Figure 3.49 – Conditions aux limites appliquées au béton.

Les conditions aux limites imposées aux éléments d’acier et aux macro-éléments sont
illustrées dans la figure 3.50 pour les cas d’adhérence parfaite et imparfaite. L’extrémité de la
barre d’acier inférieure ancrée au béton est représentée par une imposition d’un déplacement
du noeud externe de cette barre égal au déplacement de béton dans toutes les directions
(figure 3.50 (b)). Les noeuds d’acier et d’interface appartenant aux surfaces S1 et S2 de la
figure 3.49 ont les mêmes conditions aux limites imposées à ces surfaces.

Il est à noter qu’avec le choix de macro-éléments des éléments d’acier parfaitement ancrés
au béton sont toujours utilisés pour les barres d’acier supérieures de la poutre et pour les
cadres. Une fissuration initiée dans la zones tendue de la poutre est attendue. Pour cela, des
macro-éléments sont utilisés au niveau de l’acier inférieur de cette poutre. Pour le choix de
modélisation de béton linéaire, une épaisseur de 0.08d est associée à la partie interface des
macro-élément, d étant le diamètre de la barre longitudinale inférieure.

: Déplacement bloqué selon

: Déplacement bloqué selon

(a)

Déplacement égal au

déplacement de béton dans

toutes les directions pour

représenter l'ancrage de

l'extrémité de la barre

d'acier

∗

: Déplacement bloqué selon

: Déplacement bloqué selon

(b)

Figure 3.50 – Conditions aux limites appliquées aux éléments d’acier et aux macro-éléments
pour les choix d’adhérence parfaite (a) et imparfaite avec des macro-éléments (b).
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3.7.4.2.3 Résultats
La figure 3.51 montre les courbes de déplacement imposé et de réaction de ce premier

modèle de poutre avec un comportement linéaire de béton. Les courbes de réactions avec les
choix d’adhérence parfaite et imparfaite via les macro-éléments sont presque superposées (la
courbe avec une adhérence imparfaite est légerement plus atténuée avec un écart de 0.1 %
par rapport à la courbe d’adhérence parfaite).

La figure 3.52 montre les courbes de contraintes-déformations des parties d’acier des
macro-éléments pour la modélisation d’interface imparfaite. La figure 3.53 montre la dis-
tribution de la valeur de la contrainte d’acier des parties d’acier des macro-éléments selon
leur position longitudinale, pour les différents pas de chargement. Les macro-éléments sont
numérotés de 1 à 16 selon leur position longitudinale.

Le comportement nonlinéaire de l’interface est caractérisé par les valeurs de glissement
acier-béton et de contraintes d’adhérence.

Lors de la résolution, les déplacements des noeuds externes d’acier et d’interface des
macro-éléments sont calculés par l’algorithme de résolution global. Les déplacements des
noeuds d’acier et d’interface internes de la discrétisation des macro-éléments en éléments
biphasiques sont calculés par l’algorithme de résolution local. Pour le calcul du vecteur
de forces internes des éléments bipahsique (équation (3.29)), le glissement interface-acier
(yi-ys) et ensuite la contrainte d’adhérence sont calculés aux points de gauss des macro-
éléments. La figure 3.54 montre les courbes de contraintes d’adhérence et de glissement
selon la position longitudinale des macro-éléments. Chaque macro-élément étant discrétisé en
10 éléments biphasiques, une valeur moyenne de contrainte d’adhérence par macro-élément
est représentée au centre de chaque macro-élément dans la figure 3.54(a). Les valeurs de
glissement de la figure 3.54(b) sont calculées et représentées au niveau des noeuds externes
des macro-éléments (soustraction des déplacements des noeuds externes d’acier et ceux des
noeuds externes d’interface des macro-éléments).
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Figure 3.51 – Courbes de déplacement imposé (a) et de réaction (b) de l’essai de poutre
en flexion trois points avec un comportement linéaire de béton.
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Figure 3.52 – Courbes de contraintes-déformations des parties d’acier des macro-éléments.
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Figure 3.53 – Courbes des contraintes des parties d’acier des macro-éléments en fonction
de leur position longitudinale pour les différents pas de temps de la résolution.

3.7.4.2.4 Discussion
Le moment étant maximal au milieu de la longueur de la poutre, l’élément d’acier le

plus proche du milieu de la poutre est le plus sollicité, comme le montre les figures 3.52 et
3.53. Le glissement au milieu de la poutre est nul à cause de la symétrie de géométrie et de
chargement (figure 3.54 (b)). Le glissement est maximale pour une position longitudinale de
0.4 m, avec une valeur de 5.6 × 10−5 m. Cette valeur étant très petite, la courbes globale
de réaction (figure 3.51 (b)) n’est pas affectée par la prise en compte du comportement de
l’interface.

3.7.4.3 Modélisation avec un comportement nonlinéaire de béton

L’endommagement du béton est pris en compte dans cette modélisation.
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Figure 3.54 – Courbes de contraintes d’adhérence (a) et de glissement acier-béton (b) en
fonction de la position longitudinale.

3.7.4.3.1 Propriétés des matériaux
La loi d’adhérence de l’interface et la loi constitutive de l’acier sont identiques aux lois

utilisées pour les modélisation de béton linéaire (tableaux 3.14 et 3.15).
La loi de comportement d’endommagement de Mazars [Mazars, 1984] régularisée en éner-

gie selon Hillerborg [Hillerborg et al., 1976] décrite dans l’annexe A est utilisée.
Les propriétés linéaires de béton ont les mêmes valeurs que celles utilisées pour la

modélisation avec un comportement linéaire de béton (tableau 3.13). Des paramètres sup-
plémentaires sont définis pour caractériser la loi de Mazars. Ces paramètres sont présentés
dans le tableau 3.16.

Paramètre Description Valeur Unité
ft Résistance à la traction 2.7 MPa
εd0 Déformation seuil ft

Ec
= 9.6429× 10−5 -

At Paramètre de la loi locale de Mazars Pas utilisé pour la loi régularisée
Bt Paramètre de la loi de Mazars Régularisé (équation A.7) -
Ac Paramètre de la loi de Mazars 1.2 -
Bc Paramètre de la loi de Mazars 700 -
β Paramètre de la loi de Mazars 1.06 -
Gf Énergie de fissuration 150 N/m

Tableau 3.16 – Paramètres de la loi de Mazars.

3.7.4.3.2 Maillage
Le maillage reste inchangé par rapport aux modélisations avec un comportement linéaire

de béton (paragraphe 3.7.4.2.2).

3.7.4.3.3 Résultats
La figure 3.55 montre les courbes de réaction avec les choix d’adhérence parfaite et im-

parfaite comparées à la courbe de réaction expérimentale. Différentes valeurs d’épaisseur
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d’interface pour la modélisation par macro-éléments sont testées.
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Figure 3.55 – Courbes de réaction avec des choix d’adhérence parfaite et imparfaite com-
parées à la courbe expérimentale.

La figure 3.56 montre les courbes contraintes-déformations des parties d’acier des macro-
éléments, pour une modélisation avec une épaisseur d’interface égale à 1.12 mm. L’élément
d’acier (au sein d’un macro-élément) le plus proche du centre de la poutre est le seul élé-
ment d’acier qui se plastifie. La distribution des contraintes d’acier le long de la position
longitudinale des macro-éléments est illustrée dans la figure 3.57.

L’avantage de la modélisation de l’interface est qu’elle fournit une description fine du
comportement local à l’interface entre l’acier et le béton. Avec cette modélisation, on a accès
à des valeurs locales de glissement et de contraintes d’adhérence. Avec la même épaisseur
d’interface de 1.12 mm, les courbes de la figure 3.58 décrivent la distribution des contraintes
d’adhérence et du glissement acier-interface le long des macro-éléments pour les différents
pas de chargement.

La cartographie d’endommagement dans le volume de béton est illustrée dans la figure
3.59. L’endommagement apparaît dans la zone centrale de béton où le moment de flexion
est maximal. Il est initié dans la zone tendue et une propagation de l’endommagement des
fibres inférieures vers les fibres supérieures de la poutre est ensuite réalisée.
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Figure 3.56 – Courbes de contraintes-déformations des parties d’acier des macro-éléments.
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Figure 3.57 – Courbes de contraintes des parties d’acier des macro-éléments en fonction
de leur position longitudinale pour les différents pas de temps de la résolution.

3.7.4.3.4 Discussion
Les figures 3.56 et 3.58 montrent le bon comportement numérique de la formulation de

macro-élément. En effet, ces courbes montrent la coexistence de deux types de non-linéarité
incluses au sein du macro-élément ayant la position longitudinale le plus proche du milieu de
la poutre : un comportement nonlinéaire d’interface, et un comportement élastique plastique
de l’acier.

La cartographie d’endommagement du béton montre que deux fissures principales sont
développées dans son volume : une fissure verticale au centre de la poutre, et une deuxième
fissure qui s’initie verticalement et se propage inclinée à 45 degrés. La comparaison des figure
3.53 et 3.57 et celle des figures 3.54 et 3.58 montre que l’initiation des fissures dans le béton
tout autour de l’acier est caractérisée par :

• une concentration des contraintes d’acier au niveau de l’élément de béton fissuré ;
• une discontinuité des valeurs de glissement aux extrémités de l’élément fissuré.

Cette caractérisation de la fissuration est montrée dans la figure 3.60.
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Figure 3.58 – Courbes de contraintes d’adhérence (a) et de glissement acier-béton (b) en
fonction de la position longitudinale.

Figure 3.59 – Cartographie d’endommagement dans le volume de béton : modélisation de
l’essai de flexion trois points avec un comportement nonlinéaire de béton et d’interface, avec
une épaisseur d’interface de 1.12 mm.

Il est intéressant de réaliser une étude de sensibilité à la finesse du maillage pour étudier
l’influence de ce paramètre sur le comportement de la poutre. Pour cela, les trois maillages
de la figure 3.61 sont définis. Le maillage de taille moyenne est le maillage initial choisi
(paragraphe 3.7.4.2.2).

La figure 3.62 montre les courbes de réaction associées aux différents maillages. Les
courbes des maillages de tailles moyenne et fine sont très proches l’une de l’autre. La courbe
du maillage grossier est légèrement plus rigide. Pourtant, les mêmes observations concernant
la caractérisation locale de la fissuration sont issues des modélisations avec les différentes
tailles de maillages (figures 3.63 et 3.64).
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Figure 3.60 – Caractérisation locale de la fissuration du béton.

(a) (b) (c)

Figure 3.61 – Différents maillages testés : maillage grossier (a), maillage de taille moyenne
(b), et maillage fin (c).
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Figure 3.62 – Courbes de réaction associées aux différents maillages.

Il est indispensable de préciser que pour un comportement numérique optimal du modèle
de macro-élément, il est intéressant d’initier la résolution à l’échelle locale avec une première
estimation de la solution pour une loi constitutive linéaire d’acier. Cela est particulièrement
un intérêt lorsqu’une loi constitutive nonlinéaire est accordée à la partie d’acier du macro-
élément.

Une explication de cette astuce consiste à imaginer l’exemple de macro-élément de la
figure 3.65. Les déplacements longitudinaux des noeuds de bord du macro-élément sont
fournis par l’algorithme de résolution global et restent constants lors de l’algorithme local.
Dans la configuration de la figure 3.65, les déplacements de ces noeuds de bord sont nuls
pour la partie d’interface (déplacement des noeuds 1i et 7i de l’interface). Pour la partie
d’acier, le déplacement du noeud de bord 1a est nul et celui du noeud 7a est égal à d. Pour
une valeur de d positive, la partie d’acier du macro-élément est en traction.

La résolution locale consiste à chercher les valeurs des déplacements longitudinaux des
noeuds internes (tous les noeuds du macro-élément à part les noeuds de bord). Lors de la
première itération de la résolution locale, les valeurs de ces déplacements sont supposés avoir
les valeurs trouvées lors du dernier pas de temps convergé. Les itérations locales consistent à
chercher des incréments de déplacement ajoutés à cette estimation pour chercher une nouvelle
estimation. En d’autres termes, l’estimation des déplacements longitudinaux internes est
égale à l’estimation de l’itération précédente plus les incréments de déplacement de l’itération
courante. On itère jusqu’à trouver les bonnes valeurs de déplacements internes pour lesquels
l’équation d’équilibre interne (équation (3.33)) est vérifiée.

Il peut arriver que, pour la configuration de la figure 3.65 à titre d’exemple, pour une
première itération d’un certain pas de temps, la valeur du déplacement imposé d est mise à
jour par l’algorithme global. Mais pourtant, les déplacements des noeuds internes de la partie
d’acier sont estimés égaux à ceux du pas de temps précédent. Pour cela, la déformation de
l’élément 6a-7a peut dépasser le seuil de déformation élastique, et cet élément va se plastifier
alors qu’il ne devrait pas. Dans ce cas, une première itération avec un comportement linéaire
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Figure 3.63 – Observations locales de la distribution du champ de glissement et de la
contrainte d’acier le long de la position longitudinale due à l’endommagement de béton ;
maillage grossier.

d’acier peut donner une première estimation des déplacements internes et diminuer l’écart
entre les déplacements des noeuds 6a et 7a, et par la suite la déformation de l’élément 6a-7a.
Cette astuce empêche de faire une fausse estimation que l’élément 6a-7a est déjà dans son
comportement plastique. Si on a besoin de plus d’itérations locales pour la convergence, une
loi nonlinéaire est affectée à l’acier dès la deuxième itération.

Finalement, il est important de noter que pour cet exemple de poutre en flexion 3 points,
la prise en compte du comportement nonlinéaire de l’interface acier-béton n’affecte pas la
distribution d’endommagement dans le béton. Ce résultat est logique car le béton se fissure
dans la zone centrale de la longueur de la poutre. À cause de la symétrie de la poutre
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Figure 3.64 – Observations locales de la distribution du champ de glissement et de la
contrainte d’acier le long de la position longitudinale due à l’endommagement de béton ;
maillage fin.

Déplacement imposé d1a 2a 3a 4a 5a 6a 7a

1i 2i 3i 4i 5i 6i 7i

Figure 3.65 – Exemple de macro-élément.
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étudiée, le noeud d’acier et le noeud d’interface ayant une position longitudinale au milieu
de la longueur de la poutre ont un déplacement longitudinal bloqué. Le déplacement du
béton est également bloqué à ce niveau (condition appliquée à la surface S1 de la figure
3.49). Autrement dit, l’acier est ancré au béton au lieu du moment de flexion maximal de
la poutre, qui est l’endroit d’initiation de son endommagement. Une hypothèse d’adhérence
parfaite y est donc systématiquement appliquée. En conséquent, la modélisation nonlinéaire
du comportement de l’interface n’affecte pas la cartographie d’endommagement du béton.

Cet exemple valide pourtant la formulation de macro-élément dans le cadre d’un élément
structurel en flexion dans lequel l’endommagement du béton, la plastification de l’acier, et
le comportement nonlinéaire de l’interface sont pris en compte.

3.7.5 Exemple de poutre en flexion 4 points

La formulation de macro-élément est utilisée pour modéliser un essai de flexion quatre
points d’une poutre en béton armé réalisé dans [Gilbert et Nejadi, 2004].

3.7.5.1 Description de l’essai

La configuration de l’essai considéré est décrite dans la figure 3.66.

Déplacement imposéDéplacement imposé

0.25 m

0. 3m

Enrobage 

= 0.04 m

Barres d’acier longitudinales (2 barres)

Diamètre = 16 mm

1.167 m 1.167 m 1.167 m

0.15 m

Figure 3.66 – Exemple de poutre en flexion 4 points étudié.

3.7.5.2 Modélisation

Une hypothèse de contraintes planes est choisie pour la modélisation de l’essai.

3.7.5.2.1 Propriétés des matériaux
Un comportement élastique plastique avec un écrouissage linéaire est considéré pour

l’acier, avec les paramètres du tableau 3.17.

Paramètre Description Valeur Unité
Ea Module d’Young 210 GPa
fy Limite élastique 450 MPa
Eh Module d’écrouissage 2100 MPa

Tableau 3.17 – Paramètres d’acier de l’essai de flexion quatre points.
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Une loi révisée régularisée de Mazars est associées au béton, avec les paramètres du
tableau 3.18. Cette loi est présentée dans l’annexe B.

Paramètre Description Valeur Unité
ft Résistance à la traction 2.6 MPa
fc Résistance à la compression 56.9 MPa
εt0 Paramètres de la loi de Mazars révisée ft

Ec
= 1.1429× 10−4 -

εc0 Paramètres de la loi de Mazars révisée fc
Ec

=1.9 ×10−3 -
At Paramètres de la loi de Mazars révisée 0.99
Bt Paramètres de la loi de Mazars révisée 8000 -
Ac Paramètres de la loi de Mazars révisée 1.2 -
Bc Paramètres de la loi de Mazars révisée 400 -
β Paramètres de la loi de Mazars 1.06 -

Tableau 3.18 – Paramètres de la loi de Mazars révisée pour l’exemple de poutre en flexion
quatre points.

La loi d’interface de [Murcia-Delso et al., 2011] est utilisée pour caractériser le compor-
tement d’adhérence acier-béton. Afin de déterminer les paramètres de cette loi, on prédit
tout d’abord le mode de ruine de l’interface selon le critère de [Torre-Casanova, 2012]. Avec
ce critère, on calcule le rapport c

d
, c et d étant l’enrobage de béton et le diamètre d’acier,

respectivement. Ce rapport est ensuite comparé à la valeur du calcul de 0.39fc
ft
− 0.24. Dans

ce cas d’étude on a :

c

d
< 0.39

fc

ft
− 0.24 : donc ruine par éclatement du béton (3.40)

Étant donné que le mode de ruine prédit est par éclatement du béton, on estime les
paramètres τ1 et g1 de la loi d’adhérence qui représentent la contrainte d’adhérence maximale
et le glissement correspondant comme suit :

g1 = 0.17
c

d
= 0.17× 2.5 = 0.425 mm (3.41)

τ1 = ft
(
1.53

c

d
+ 0.36

)
= 3.2(1.53× 2.5 + 0.36) = 13.392 Pa (3.42)

Le travail de [Torre-Casanova, 2012] ne donnant pas de précisions sur le calcul du troi-
sième terme g3 définissant la loi d’adhérence, les recommandations de [Fib, 2010] sont sui-
vies pour le calcul de ce paramètre. g3 est un paramètre de glissement la loi monotone de
[Murcia-Delso et al., 2011]. Pour un glissement plus grand que g3, la contrainte d’adhérence
est supposée constante, d’une valeur de 0.25τ1. Pour un béton non confiné tout autour de
l’acier (ce qui est le cas pour ce test qui ne comporte pas de cadres d’acier), g3 est estimé
égal à 1.2g1, donc 0.51 mm.

3.7.5.2.2 Maillage
Le maillage et les conditions limites considérés sont détaillés dans la figure 3.67. Chaque

macro-élément est composé d’un seul élément biphasique. La partie acier des macro-éléments
est définie avec une section équivalente à la section des deux barres (de 16 mm de diamètre
chacune) de la figure 3.66. Pourtant lors du calcul des forces internes des éléments biphasiques
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(équation (3.29)), le périmètre d’acier est considéré égal à la somme des périmètres des deux
barres d’acier de cette figure. Une épaisseur de 1.6 mm est associée à la partie interface des
macro-éléments. Cette valeur d’épaisseur est égale à 0.1d, d étant le diamètre des barres
d’acier de 16 mm (voir figure 3.66).

Un macro-élément
P1 P2

P3 P4

P1 : Déplacement bloqué selon    et

P2 : Déplacement bloqué selon

P3, P4 : Déplacement imposé selon 

∙

Figure 3.67 – Maillage et conditions limites de l’essai de flexion quatre points.

3.7.5.2.3 Résultats
La figure 3.68 montre les courbes de réaction avec une adhérence parfaite acier-béton

et un comportement d’interface non linéaire, comparées à la courbe de réaction expérimen-
tale. Il convient de souligner que pour modéliser une adhérence parfaite, les macro-éléments
sont remplacés par des éléments d’acier parfaitement reliés au béton avec des relations ci-
nématiques. Cette figure 3.68 montre que la considération du comportement non linéaire de
l’interface n’apporte pas de véritable différence à la courbe de réaction. Néanmoins, la prise
en compte du comportement non linéaire de l’interface fournit une meilleure représentation
de la fissuration expérimentale du béton, comme le montre la figure 3.69. En effet, la prise en
compte du comportement d’interface permet une meilleure localisation de l’endommagement
tout autour de l’acier.

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
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Courbe expérimentale

Figure 3.68 – Courbes de réaction de l’essai de flexion quatre points.

3.7.5.2.4 Discussion
La prise en compte du comportement de l’interface permet de localiser l’endommagement

autour de l’acier, et donne une meilleure représentation de la fissuration expérimentale du
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Fissuration expérimentale

Adhérence parfaite

Adhérence imparfaite

Zoom

Zoom

Zoom

Zoom

1.0e+00 0.0e+000.20.60.8 0.4

Endommagement

∙

Figure 3.69 – Cartographies d’endommagement de l’essai de poutre en flexion quatre points
avec des comportements d’interface parfaite et imparfaite, comparées à la fissuration expé-
rimentale.

béton.
La description locale du processus de fissuration du béton est caractérisée par une concen-

tration de contrainte d’acier, et une discontinuité du champ de glissement, comme le montre
la figure 3.70 qui présente les valeurs des contraintes d’acier et celles du glissement acier-
béton, pour les différents pas de temps de résolution. Les observations sur la description de
la fissuration de la figure 3.70 sont similaires aux observations des figures 3.60, 3.63, et 3.64.

3.8 Conclusions
Dans ce chapitre, une approche de modélisation de l’interface acier-béton est proposée.

Cette approche multi-échelle consiste à définir des macro-éléments capables de représenter le
comportement de l’acier, d’une zone d’interface et des contraintes d’adhérence entre l’acier
et l’interface. Le macro-élément est défini à l’échelle globale de la structure en béton armé
étant un élément fini à 4 noeuds. Une échelle locale est définie afin de réaliser une discréti-
sation interne au niveau du macro-élément, indépendamment de la taille du maillage global.
À cette échelle locale, chaque macro-élément est défini étant un assemblage de plusieurs élé-
ments biphasiques. Chaque élément biphasique comporte deux éléments barres parallèles à
trois nœuds chacun : un élément barre pour représenter l’interface et un autre pour décrire
l’acier, avec des lois d’adhérence reliant les nœuds des deux éléments barres. Une résolution
interne est effectuée au niveau de chaque macro-élément où les degrés de liberté internes sont
condensés sur les quatre nœuds externes. Ce chapitre montre que la mise en œuvre de cette
formulation de macro-élément n’a pas d’impact sur l’architecture principale d’un code aux
éléments finis classique.

Des exemples numériques de modèles de pull-out 1D et 3D sont réalisés à l’aide de
la formulation des macro-éléments. Ces modèles valident la formulation de macro-élément
qui est capable de reproduire le comportement de l’interface pour des configurations de
chargement monotones et cycliques.

Dans un deuxième exemple, les macro-éléments sont utilisés pour modéliser un essai de
tirant. Cette application démontre la robustesse numérique du macro-élément par rapport
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Figure 3.70 – Description locale de la fissuration de l’essai de flexion quatre points.

à des approches de modélisation de l’interface acier-béton de la littérature [Torre-Casanova,
2012] [Mang, 2015]. En effet, pour démontrer la robustesse numérique du modèle de macro-
élément, le nombre d’itérations nécessaires à la convergence est comparé au nombre d’ité-
rations pour la même modélisation avec ces modèles. Il a été démontré que la formulation
de macro-élément est capable de réduire le nombre d’itérations de l’algorithme principal de
Newton-Raphson. De plus, la prise en compte du comportement de l’interface dans la mo-
délisation conduit à une meilleure représentation de la fissuration expérimentale de béton.
En comparant les courbes numériques et expérimentales de la contrainte de l’acier par rap-
port à la déformation du béton, on peut déduire que le macro-élément peut reproduire le
comportement expérimental du tirant.
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Le modèle de macro-élément est ensuite utilisé pour reproduire le comportement d’un
essai de bord de poutre. Les paramètres de la loi d’adhérence sont identifiés sur la base
d’expressions empiriques proposées dans la littérature. Pour cet essai, un mode de ruine
expérimental d’éclatement de l’enrobage de béton est observé. Ce mode de ruine est prédit
avec ces expressions empiriques.

Le modèle est ensuite utilisé pour modéliser un essai de flexion trois points d’une poutre
en béton armé. Cet exemple montre qu’une fissuration du béton au voisinage de l’acier est
accompagnée d’une concentration de contrainte dans l’acier et d’une discontinuité au niveau
de la valeur du glissement acier-béton. Un essai de flexion quatre points d’une poutre en
béton armé est ensuite réalisé, fournissant les mêmes observations sur la caractérisation
locale du comportement de fissuration du béton tout autour de l’acier.

En ce qui concerne la valeur d’épaisseur d’interface à adapter pour définir le maillage de
macro-éléments, il est important de tirer une conclusion basée sur les exemples d’application
de ce chapitre, et sur les recommandations proposées dans la littérature. Le tableau 3.19
résume plusieurs valeurs d’épaisseur d’interface utilisées et/ou recommandées dans le cadre
de plusieurs modèles numériques d’interface de la littérature.

Référence Épaisseur d’interface utilisée et/ou recommandée
[Reinhardt et al., 1984] 2d

[Ramirez, 2005] 0.01d : barres d’acier commerciales lisses
0.08d : barres d’acier commerciales nervurées

[Giry, 2011] d

Tableau 3.19 – Valeurs d’épaisseur d’interface utilisées dans la littérature en fonction du
diamètre des barres d’acier d.

Le tableau 3.19 montre qu’une grande variabilité est associée à la valeur d’épaisseur
d’interface dans la littérature, et que ce cette valeur diffère d’un cadre de calcul à un autre.

En ce qui concerne la valeur à associer aux macro-éléments, les différents exemples de ce
chapitre montrent qu’une valeur d’épaisseur d’interface comprise entre 0.1d et 0.5d, d étant
la valeur de diamètre d’acier, donne des résultats logiques et représentatifs. La variation de la
rigidité de la structure dans le cadre de cette intervalle de valeurs reste faible en comparaison
avec la variabilité expérimentale.

Dans ce travail de thèse, il est recommandé d’attribuer une valeur nominale de 0.3d à
l’épaisseur d’interface.

La version actuelle du modèle de macro-élément suppose que la phase de gaine d’inter-
face, qui relie les macro-éléments aux éléments de béton, est d’une épaisseur suffisamment
faible pour ne pas affecter de manière significative le comportement de la structure étudiée.
Cette interface présente un comportement linéaire et ne dissipe pas de l’énergie. La dissi-
pation d’énergie du béton est considérée dans la loi nonlinéaire de béton, et la dissipation
d’énergie d’adhérence est incorporée dans la loi d’adhérence entre l’acier et la gaine d’in-
terface. Il est pourtant toujours possible de tester une version du modèle de macro-élément
dans laquelle une loi nonlinéaire est associée au comportement d’interface. Dans ce cas, un
critère énergétique pourra être définit afin de déterminer son épaisseur.

Le modèle de macro-élément est objectif par rapport au nombre d’éléments biphasiques
qui définissent un macro-élément. Ce nombre représente une finesse de maillage locale à
choisir par l’utilisateur.
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Le chapitre 4 présente en détail une méthodologie numérique originale basée sur une
technique de projection cinématique. Cette méthodologie vise à imposer des relations ciné-
matiques pour relier les macro-éléments aux éléments 2D et 3D de béton.
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Chapitre 4

Méthode de projection cinématique

Soient A et B deux solides, et a et b deux parties de leurs bords externes. Dans ce chapitre,
une approche originale est proposée afin de modéliser le comportement d’ensemble composé
de A et B, avec des conditions de relations cinématiques reliant les degrés de liberté ua de
a aux les degrés de liberté ub de b, tel que ub = f(ua). À cet effet, une technique de calcul
basée sur une approche de projection cinématique est proposée. Il est possible de distinguer
trois types de supports de contact a et b possibles entre A et B : un point, une ligne, ou une
surface de contact

Solide A Solide A Solide A

Solide B Solide B
Solide B

𝑎
𝑏

𝑎
𝑏 𝑏

𝑎

Figure 4.1 – Configuration de contact entre les deux solides A et B.

4.1 Problème aux limites
Soit Ω l’union de A et B. A et B peuvent avoir des propriétés matérielles et géométriques

identiques ou différentes. ∂Ω est le bord de Ω. Des forces de densité f sont appliquées à
Ω. ∂Ω est composé de deux parties complémentaires Ωf et Ωu. Des forces de surface t sont
appliquées à Ωf et des valeurs de déplacement Ud sont imposées le long de Ωu.

4.2 Formulation faible
Similairement au raisonnement présenté dans le sous-chapitre 3.1, il est possible d’expri-

mer le principe des puissances virtuelles appliqué au problème de contact comme suit :
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Solide A

Solide B

𝜕Ω = 𝜕Ω𝑓 ∪ 𝜕Ω𝑢

Figure 4.2 – Conditions aux limites de l’assemblage des deux solides A et B.

∫
Ω

ε∗ : σd V =

∫
Ω

fU ∗d V +

∫
∂Ωf

tU ∗dS (4.1)

avec :
• U ∗ : le vecteur de degrés de liberté virtuels de l’assemblage des deux solides A et B,

égal à U ∗
d le long de ∂Ωu ;

• n : un vecteur unitaire normal à ∂Ωu ;
• σ : le tenseur des contraintes ;
• ε∗ : le tenseur de déformations associé à U ∗ ;
•
∫
Ω
ε∗ : σdV : la puissance virtuelle des forces internes ;

•
∫
Ω
fU ∗dV +

∫
∂Ωf

tU ∗dS : la puissance virtuelle des forces externes.

4.3 Discrétisation
Une discrétisation aux éléments finis de Ω est considérée lors de l’étude de son compor-

tement pour différentes configurations de chargement. Le bord ∂Ω est donc aussi discrétisé.
On désigne par Ωe un élément de la discrétisation de Ω et par ∂Ωe une partie élémentaire
de la disrétisation de ∂Ω. Le déplacement U i en tous points de Ω peut être déduit des
déplacements des nœuds du maillage aux éléments finis considéré selon l’équation suivante :

U i =NU (4.2)

avec :
• N : la matrice contenant l’ensemble des fonctions d’interpolation attribuées aux élé-

ments finis utilisés pour construire le maillage.
• U : le vecteur de tous les degrés de liberté des nœuds du maillage.

Le champ de déformations ε est dérivé du champ de déplacement généralisé U comme
suit :

ε = ∇sU i = BU (4.3)
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où B désigne la matrice des dérivées des fonctions d’interpolation N , et ∇s est la partie
symétrique de l’opérateur gradient.

Les lois du comportement des éléments finis établissent des relations entre les contraintes
σ et les champs de déformation ε :

σ = Cε (4.4)

Ainsi, le principe des puissances virtuelles s’exprime comme suit :

U ∗TF int(U ) = U ∗TF ext ∀U ∗ (4.5)

tel que :

F int(U) =
Ne

A
e=1

[∫
Ωe

BTσ(ε)dV

]
(4.6)

Le symbole A désigne l’opérateur d’assemblage. Le vecteur F ext des forces externes est
exprimé comme suit :

F ext =
Ne

A
e=1

∫
Ωe

fdV+
NΩe

A
e=1

∫
∂Ωe

tdS (4.7)

donc :
F int(U ) = F ext (4.8)

L’équation (4.8) énonce l’équilibre entre les forces internes F int(U ) et les forces externes
F ext de la structure étudiée.

4.4 Mise en œuvre de la projection cinématique
La projection cinématique est une méthodologie permettant d’imposer des relations ci-

nématiques dans un système à résoudre. Elle consiste à classer les degrés de liberté totaux
U en deux vecteurs complémentaires tels que :

U =
[
Uc Ui

]T (4.9)

avec :
• Uc : le vecteur des degrés de liberté dépendants (ou liés).
• Ui le vecteur des degrés de liberté indépendants (ou libres).

et à relier les vecteurs des valeurs incrémentales des degrés de liberté totaux δU et celles
des degrés indépendants δUi par le moyen d’une matrice de projection cinématique P :

δU =
[
δUc δUi

]T
= PδUi (4.10)

Les relations cinématiques considérées peuvent être classées en deux catégories :
• des relations entre les degrés de liberté de a et ceux de b ;
• des conditions aux limites de Dirichlet le long de Ωu.

Les relations cinématiques entre a et b imposent que les valeurs des degrés de liberté des
nœuds de la discrétisation de b dépendent des valeurs des degrés de liberté des nœuds de
la discrétisation de a, tel que ub = f(ua). Cela permet de classer l’ensemble des degrés de
liberté des nœuds de b comme étant des degrés de liberté liés qui font partie du vecteur Uc.
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Il est à noter qu’il est possible d’imaginer des relations cinématiques telles que ua =
f ′(ub). Les degrés de liberté de a sont dans ce cas des degrés liés.

Les degrés de liberté associés aux conditions de Dirichlet sont également des degrés liés.
Le vecteur des degrés de liberté libres Ui est constitué de l’ensemble des degrés de liberté de
la structure, à part les degrés liés.

Les termes de la matrice P reliant les vecteurs δUc et δUi sont définis à partir de la
dérivation des relations cinématiques par rapport aux degrés de liberté indépendants Ui.

Afin de clarifier l’approche, on va prendre l’exemple d’une structure ayant un ensemble
de 4 degrés de liberté tels que :

U =


u1

u2

u3

u4

 (4.11)

Cette structure est constitué d’un assemblage de deux solides A et B. u1 et u3 sont les degrés
de liberté du maillage considéré pour A. u2 et u4 sont cependant les degrés de liberté du
maillage considéré pour B. a et b (deux bords de A et B reliés avec des relations cinématiques)
sont deux noeuds ayant comme degrés de liberté u2 et u1, respectivement. La première
catégorie de relations cinématiques (relations entres les degrés de liberté de a et ceux de b)
est définie avec une seule relation cinématique tel que :

u2 = u2
1 + d1 (4.12)

La deuxième catégorie de relations cinématiques (conditions de Dirichlet) est définie avec
une relation cinématique tel que :

u3 = d2 (4.13)

Dans ce cas, on définit les degrés de liberté liés tels que :

Uc =

[
u2

u3

]
(4.14)

Le vecteur des degrés de liberté libres est constitué de l’ensemble des degrés de liberté du
système à part les degrés liés tel que :

Ui =

[
u1

u4

]
(4.15)

On définit par la suite la matrice de projection comme suit :

δU =


1 0
2 0
0 0
0 1


︸ ︷︷ ︸

P

δUi (4.16)

Similairement à la méthodologie adoptée pour cet exemple, une fois les vecteurs Ui et
Ue sont identifiés et la matrice P est calculée, la résolution consiste à multiplier l’équation
(4.8) par la transposée du vecteur δU :
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δUi
TP TF int(U ) = δUi

TP TF ext (4.17)

donc :
P TF int(U ) = P TF ext (4.18)

L’équation (4.18) représente la nouvelle équation d’équilibre à résoudre, qui prend en compte
les relations cinématiques qui relient les degrés de liberté de b à ceux de a et les conditions
aux limites de Dirichlet. Le résidu R associé à cette équation d’équilibre est défini comme
suit :

R = P TF ext − P TF int(U) (4.19)

La dérivée du résidu est calculée comme suit :

∂R

∂Ui

=
∂
(
P TF ext

)
∂Ui

−
∂
(
P TF int(U)

)
∂Ui

(4.20)

Le résiduR est dérivé par rapport àUi. L’avantage de l’approche de projection cinématiq-
ue est que seul Ui est calculé à chaque itération de la résolution. Uc est déduit à l’aide des
relations cinématiques. L’équation (4.20) peut être développée comme suit :

∂R

∂Ui

=
∂P T

∂Ui

F ext + P
T ∂ (F ext)

∂Ui

−
[
∂P T

∂Ui

F int(U ) + P T ∂F int(U )

∂U

∂U

∂Ui

]
(4.21)

En supposant que le terme Fext est indépendant de Ui (les forces externes appliquées
sont prédéfinies pour chaque pas de temps de la résolution et n’évoluent pas en fonction de
l’évolution des valeurs de degrés de liberté indépendants Ui), il est possible de simplifier
l’équation (4.21) comme suit :

∂R

∂Ui

=
∂P T

∂Ui

Fext −
[
∂P T

∂Ui

F int(U ) + P T ∂F int(U )

∂U

∂U

∂Ui

]
(4.22)

Le terme ∂U
∂Ui

de l’équation (4.22) est égal à la matrice P (voir équation (4.10)). Le terme
∂F int(U)

∂U
de l’équation (4.22) est calculé comme suit :

∂F int(U)

∂U
=

Ne

A
e=1

[∫
Ωe

BTCBdV

]
(4.23)

Le calcul du terme ∂P T

∂Ui
de l’équation (4.22) est réalisé tel que :

∂P T

∂Ui

=
m∑
k=1

∂Pjk

∂Ui

(4.24)

m est le nombre de colonnes de la matrice P . Pjk est sa colonne numéro k. La dérivée de
cette colonne par rapport à Ui est calculée tel que :

∂P jk

∂Ui

=


∂P 1k

∂Ui1

∂P 1k

∂Ui2
. . . ∂P 1k

∂Uis
∂P 2k

∂Ui1

∂P 2k

∂Ui2
. . . ∂P 2k

∂Uis...
... . . .

∂Pnk

∂Ui1

∂Pnk

∂Ui2

∂Pnk

∂Uis

 (4.25)
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sachant que n est le nombre de lignes de la matrice P . s est la taille du vecteur de degrés
de liberté indépendants Ui tel que U i =

[
Ui1 Ui2 · · · Uis

]T .
Les termes non nuls de la dérivation de la matrice P par rapport au vecteur Ui pro-

viennent des dérivées secondes des relations cinématiques reliant a et b. Avec des relations
cinématiques linéaires, l’équation (4.22) se simplifie tel que :

∂R

∂Ui

= −
[
P T ∂F int(U)

∂U
P

]
(4.26)

∂R
∂Ui

est l’opérateur tangent de la résolution globale non linéaire de Newton Raphson (où les
conditions aux limites de Dirichlet et les relations cinématiques entre a et b sont prises en
compte).

4.5 Couplage de la méthode de projection cinématique
avec les méthodes de simples et de doubles multipli-
cateurs de Lagrange

Le choix de présenter dans ce sous-chapitre le couplage de la méthode de projection ci-
nématique avec les méthodes de simples et doubles multiplicateurs de Lagrange provient de
l’intention de respecter l’architecture d’un code aux éléments finis dans lequel une de ces
méthodes est utilisée pour établir des conditions aux limites de Dirichlet. Cela rend l’implé-
mentation de l’approche de projection très peu intrusive par rapport à un code existant. Dans
cette configuration, la projection cinématique relie des degrés de liberté d’interface entre les
deux solides A et B. En parallèle, les conditions aux limites de Dirichlets sont gérées avec la
méthode des simples ou doubles multiplicateurs de Lagrange.

Le but de ce chapitre n’est pas de mener une discussion sur le choix optimal de la métho-
dologie de calcul à adopter pour vérifier les conditions de Dirichlet. Le choix de la méthode
des doubles multiplicateurs de Lagrange est fait à titre d’exemple pour le développement des
équations, sachant que n’importe quelle autre méthode aurait pu être choisie.

Les conditions aux limites de Dirichlet le long de ∂Ωu s’expriment tel que :

LU = Ud (4.27)

L étant une matrice de blocage. Les conditions aux limites de Dirichlet sont considérées dans
un premier temps. Avec la méthode des doubles multiplicateurs de Lagrange, il s’agit donc
de définir le système d’équations suivant : F int(U ) + LTλ1 + LTλ2

Lu − βλ1 + βλ2

Lu + βλ1 − βλ2

 =

 Fext

U d

U d

 (4.28)

λ1 et λ2 sont deux vecteurs de multiplicateurs de Lagrange à déterminer. β est un para-
mètre à saisir lors de la résolution numérique. Les valeurs des degrés de liberté cherchés ne
dépendent pas de β. Seules les valeurs des multiplicateurs de Lagrange dépendent de β.

L’équation (4.28) peut être formulée sous une expression plus condensée tel que :

F (Utot) = Ftot (4.29)
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avec :

Utot =

 U
λ1

λ2

 ,Ftot =

 Fext

U d

U d

 (4.30)

Utot est le nouveau vecteur de degrés de liberté totaux de la structure.
Dans un deuxième temps, on considère les relations cinématiques entre a et b avec la

méthode de projection cinématique en définissant les vecteurs Uc et Ui. Uc représente les
degrés de liberté de a (reliés aux degrés de liberté de b). Ui est le vecteur de l’ensemble
des degrés de liberté à part des degrés liés. L’équation (4.9) est remplacée par l’équation
suivante :

Utot =
[
Uc Ui

]T (4.31)

La matrice de projection P relie dans ce cas les vecteurs δUtot et δUi :

δUtot =
[
δUc δUi

]T
= PδUi (4.32)

δUtot est le vecteur des valeurs incrémentales des degrés de liberté totaux (degrés de liberté
du système et multiplicateurs de Lagrange). δUi est le vecteur des valeurs incrémentales des
degrés indépendants.

Afin de clarifier cette approche, on reprend l’exemple donné dans le sous-chapitre 4.4,
(équation (4.11) à (4.16)). Vu qu’une relation cinématique est mise en jeu, le vecteur Utot

comporte deux multiplicateurs de Lagrange λ1 et λ2, en plus des degrés de liberté :

Utot =


u1

u2

u3

u4

λ1

λ2

 (4.33)

On définit par la suite les vecteurs Ui et Uc :

Uc =
[
u2

]
(4.34)

Ui =


u1

u3

u4

λ1

λ2

 (4.35)

et la matrice de projection P :

δUtot =


1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P

δUi (4.36)
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Une fois les expressions de Uc, Ui, et P sont identifiées, similairement à l’approche adoptée
pour cet exemple de clarification, on définit le résidu de la résolution tel que :

R = P TFtot − P TF (Utot) (4.37)

On définit par la suite la dérivée du résidu par rapport au vecteur de degrés de liberté
libres :

∂R

∂Ui

=
∂P T

∂Ui

F tot + P
T ∂ (F tot)

∂Ui

−
[
∂P T

∂Ui

F (Utot) + P
T ∂F (Utot)

∂Utot

∂Utot

∂Ui

]
(4.38)

En supposant que le terme Ftot est indépendant de Ui (les forces externes appliquées
et les déplacement imposés sont prédéfinies pour chaque pas de temps de la résolution et
n’évoluent pas en fonction de l’évolution des valeurs de degrés de liberté indépendants Ui),
il est possible de simplifier l’équation (4.38) comme suit :

∂R

∂Ui

=
∂P T

∂Ui

F tot −
[
∂P T

∂Ui

F (Utot) + P
T ∂F (Utot)

∂Utot

∂Utot

∂Ui

]
(4.39)

Avec des relations cinématiques linéaires :

∂R

∂Ui

= −
[
P T ∂F (Utot)

∂Utot

P

]
(4.40)

Le terme ∂F (Utot)
∂Utot

est calculé comme suit :

∂F (Utot)

∂Utot

=

 ∂F int(U)
∂U

LT LT

L −βI βI
L βI −βI

 (4.41)

ce qui donne :

∂F (Utot)

∂Utot

=

 ANe
e=1

[∫
Ωe
BTCBdV

]
LT LT

L −βI βI
L βI −βI

 (4.42)

Le paramètre β est numériquement choisi afin de garantir un bon conditionnement de la
matrice ∂F (Utot)

∂Utot
.

4.6 Exemples de validation
Une série d’exemples de validation de la méthodologie de projection cinématique est pré-

sentée dans ce chapitre : des exemples de ressorts en série, et des exemples 3D de modélisation
d’un essai de pull-out.

4.6.1 Ressorts en série

Il s’agit d’étudier deux ressorts en série avec des relations cinématiques reliant les déplace-
ments des noeuds qui se situent entre ces deux ressorts. Différents choix de modélisation sont
réalisés, affectant des comportements linéaires ou nonlinéaires aux ressorts, et adoptant des
expressions linéaires ou nonlinéaires des relations cinématiques.
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4.6.1.1 Comportement de ressorts linéaires et relations cinématiques linéaires

Des configurations de forces imposées et déplacements imposés au niveau des noeuds des
ressorts sont étudiées.

4.6.1.1.1 Forces imposées
L’exemple de la figure 4.3 est étudié.

1 2 3
k1 k2

F1 F2 F3

Encastrement

Figure 4.3 – Exemple d’application unidirectionnel - forces imposées.

La relation cinématique reliant les déplacements u1 du noeud 1 et u2 du noeud 2 est
supposée linéaire tel que :

u1 = αu2 (4.43)

Les noeuds 1 et 2 de la figure 4.3 sont géométriquement identiques dans la configuration
initiale. Le système à résoudre est le suivant :

k1 −k1 0 0
−k1 k1 0 0
0 0 k2 −k2
0 0 −k2 k2




uEncastrement

u1

u2

u3

 =


R
F1

F2

F3

 (4.44)

Sachant que uEncastrement est le déplacement au niveau de l’encastrement représenté dans
la figure 4.3, et R est la force de réaction au niveau de cet encastrement. ui est le déplacement
du noeud i de la figure 4.3. Du fait que la valeur de uEncastrement est nulle, après simplification,
le système devient :  k1 0 0

0 k2 −k2
0 −k2 k2

 u1

u2

u3

 =

 F1
F2
F3

 (4.45)

Afin de valider l’approche par projection cinématique et de démontrer l’intérêt de son
utilisation, l’introduction de la relation cinématique de l’équation (4.43) dans la résolution
est réalisée via trois approches : la méthode des simples multiplicateurs de Lagrange, la
méthode des doubles multiplicateurs de Lagrange, et la méthode de projection cinématique.
Une comparaison des résolutions menées avec les différentes approches est ensuite réalisée.

4.6.1.1.1.1 Méthode des simples multiplicateurs de Lagrange

La condition cinématique imposée est exprimée comme suit :
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[
1 −α 0

]︸ ︷︷ ︸
L

 u1

u2

u3

 = 0 (4.46)

L’ajout de l’équation (4.46) dans le système de résolution avec la méthode des simples
multiplicateurs de Lagrange donne :

k1 0 0 1
0 k2 −k2 −α
0 −k2 k2 0
1 −α 0 0


︸ ︷︷ ︸

ktot


u1

u2

u3

λ

 =


F1
F2
F3
0

 (4.47)

d’où : 
u1

u2

u3

λ

 =


1
k1

1
αk1

1
αk1

0
1

αk1
1

α2k1
1

α2k1
−1
α

1
αk1

1
α2k1

α2k1+k2
α2k1k2

−1
α

0 −1
α

−1
α

0




F1
F2
F3
0

 (4.48)

La taille de la matrice à inverser ktot est 4× 4.

4.6.1.1.1.2 Méthode des doubles multiplicateurs de Lagrange

On associe deux multiplicateurs de Lagrange à la condition cinématique tels que :
k1 0 0 1 1
0 k2 −k2 −α −α
0 −k2 k2 0 0
1 −α 0 −β β
1 −α 0 β −β


︸ ︷︷ ︸

ktot


u1

u2

u3

λ1

λ2

 =


F1
F2
F3
0
0

 (4.49)

Avec la méthode des doubles multiplicateurs de Lagrange, le paramètre β est numériquem-
ent choisi afin d’avoir un bon conditionnement de la matrice ktot . Les valeurs de déplacement
cherchées ne dépendent pas de β comme le montre l’équation (4.50).

u1

u2

u3

λ1

λ2

 =


1
k1

1
αk1

1
αk1

0 0
1

αk1
1

α2k1
1

α2k1
−1
2α

−1
2α

1
αk1

1
α2k1

α2k1+k2
α2k1k2

−1
2α

−1
2α

0 −1
2α

−1
2α

−1
4β

1
4β

0 −1
2α

−1
2α

1
4β

−1
4β




F1
F2
F3
0
0

 (4.50)

La taille de la matrice à inverser ktot est 5× 5.

4.6.1.1.1.3 Méthode de projection cinématique

En supposant que u1 est un degré de liberté lié, et que u2 et u3 sont des degrés libres, les
vecteurs U et Ui sont définis selon l’équation (4.51) :
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U =

 u1

u2

u3

 ,Ui =

[
u2

u3

]
(4.51)

d’où l’expression de la matrice de projection P : δu1

δu2

δu3


︸ ︷︷ ︸

δU

=

 α 0
1 0
0 1


︸ ︷︷ ︸

P

[
δu2

δu3

]
︸ ︷︷ ︸

δUi

(4.52)

Tel que δui est un incrément de déplacement du noeud i. L’équation (4.45) d’équilibre
peut être écrite sous une forme plus condensée tel que :

F int(U ) = F ext (4.53)

avec :

F int(U) =

 k1 0 0
0 k2 −k2
0 −k2 k2

 u1

u2

u3

 ,F ext =

 F1
F2
F3

 (4.54)

Avec la méthode de projection cinématique, l’équation (4.53) est multipliée par la trans-
posée de la matrice de projection P tel que :

P TF int(U ) = P TF ext (4.55)

Dans le cas de relations cinématiques linéaires, la matrice de projection qui relie δU tot

et δU i relie également les vecteurs U et U i. Cela n’est par contre pas applicable dans le cas
de relations cinématiques nonlinéaires. Pour cet exemple de ressorts, il est donc possible de
dire que :  u1

u2

u3


︸ ︷︷ ︸

U

=

 α 0
1 0
0 1


︸ ︷︷ ︸

P

[
u2

u3

]
︸ ︷︷ ︸

Ui

(4.56)

On obtient :

P TF int(U) =

[
α 1 0
0 0 1

] k1 0 0
0 k2 −k2
0 −k2 k2

 α 0
1 0
0 1

[ u2

u3

]
=

[
α2k1 + k2 −k2
−k2 k2

] [
u2

u3

]
(4.57)

et :

P TF ext =

 0 0 0
α 1 0
0 0 1

 F1
F2
F3

 =

 0
αF1 + F2

F3

 (4.58)

Finalement :

[
u2

u3

]
=

[
α2k1 + k2 −k2
−k2 k2

]−1 [
αF1 + F2

F3

]
=

[ αF1+F2+F3
α2k1

α2F3k1+αF1k2+(F2+F3)k2
α2k1k2

]
(4.59)
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La valeur de u1 est déduite en multipliant celle de u2 par α.
La taille de la matrice à inverser avec la méthode de projection cinématique est donc

2× 2.

4.6.1.1.1.4 Interprétation des résultats analytiques

En comparant les tailles des matrices à inverser en utilisant chacune des trois méthodolog-
ies de calcul, on peut constater que la méthode de projection cinématique a l’avantage de
diminuer la taille du système à résoudre. La matrice à inverser appartient pour les différents
cas de calcul à l’ensemble Rn×n. Pour l’exemple étudié, la valeur de n est égale à 4 avec
la méthode des simples multiplicateurs de Lagrange et est égale à 5 avec la méthode des
doubles multiplicateurs de Lagrange. Cette valeur de n se réduit à 2 avec la méthode de
projection cinématique. Pour un grand calcul avec beaucoup de relations cinématiques mises
en jeu dans différentes directions, le gain apporté par la méthode de projection cinématique
peut être important.

Les relations cinématiques de type déplacement imposé (conditions de Dirichlet) sont
souvent traitées dans les codes aux éléments finis avec des approches classiques comme la
méthode des simples ou doubles multiplicateurs de Lagrange. Pour respecter cette pratique,
la méthode de projections cinématique peut être proposée seulement au niveau de l’interface
entre les solides A et B, tout en conservant le principe des multiplicateurs de Lagrange pour
gérer les déplacements imposés aux frontières du domaine (assemblage de A et B).

4.6.1.1.2 Déplacement imposé
L’exemple de la figure 4.4 est étudié.

1 2 3
k1 k2

d

Figure 4.4 – Exemple d’application unidirectionnel.

La relation cinématique de l’équation (4.43) est utilisée pour relier u1 et u2.
Avec la méthode des simples multiplicateurs de Lagrange, la prise en compte de la condi-

tion de Dirichlet appliquée au noeud 3 consiste à définir une inconnue λ à déterminer tel
que : 

k1 0 0 0
0 k2 −k2 0
0 −k2 k2 1
0 0 1 0




u1

u2

u3

λ

 =


0
0
0
d

 (4.60)

Afin d’introduire la relation u1 = αu2, on effectue un couplage méthode de simple
multipicateur de Lagrange-méthode de projection cinématique et Utot et Ui sont définis
comme suit :
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Utot =


u1

u2

u3

λ

 ;Ui =

 u2

u3

λ

 (4.61)

d’où l’expression de la matrice de projection P :
δu1

δu2

δu3

δλ


︸ ︷︷ ︸

δUtot

=


α 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P

 δu2

δu3

δλ


︸ ︷︷ ︸

δUi

(4.62)

Du fait que la relation cinématique prise en compte est linéaire (équation (4.43)), la
matrice de projection P relie également les vecteurs Utot et Ui :

u1

u2

u3

λ


︸ ︷︷ ︸

Utot

=


α 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P

 u2

u3

λ


︸ ︷︷ ︸

Ui

(4.63)

Finalement, la résolution avec la méthode de projection cinématique consiste à remplacer
Utot par son expression en fonction de Ui (équation (4.63)) dans l’équation (4.60) et à
multiplier cette équation par la transposée de la matrice de projection P tel que :

P TF (Utot) =

 α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




k1 0 0 0
0 k2 −k2 0
0 −k2 k2 1
0 0 1 0




α 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 u2

u3

λ

 (4.64)

donc :

P TF (Utot) =

 α2k1 + k2 −k2 0
−k2 k2 1
0 1 0

 u2

u3

λ

 (4.65)

et :

P TFtot =

 α 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0
0
0
d

 =

 0
0
d

 (4.66)

d’où :  u2

u3

λ

 =

 α2k1 + k2 −k2 0
−k2 k2 1
0 1 0

−1  u2

u3

λ

 =

 dk2
α2k1+k2

d
−α2dk1k2
α2k1+k2

 (4.67)

La même démarche de calcul peut être adoptée afin de prendre en compte le déplacement
imposé au noeud 3 avec la méthode des doubles multiplicateurs de Lagrange. Il suffit dans
ce cas de remplacer l’équation (4.60) par l’équation suivante :
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
k1 0 0 0 0
0 k2 −k2 0 0
0 −k2 k2 1 1
0 0 1 −β β
0 0 1 β −β


︸ ︷︷ ︸

ktot


u1

u2

u3

λ1

λ2

 =


0
0
0
0
d

 (4.68)

et de définir la matrice de projection telle que :
δu1

δu2

δu3

δλ1

δλ2


︸ ︷︷ ︸

δUtot

=


α 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P


δu2

δu3

δλ1

δλ2


︸ ︷︷ ︸

δUi

(4.69)

λ1 et λ2 sont deux multiplicateurs de Lagrange dont δλ1 et δλ2 sont les valeurs incrémen-
tales. Le paramètre β est numériquement choisi afin d’établir un bon conditionnement de la
matrice ktot.

Il est tout à fait possible d’utiliser la méthode de projection cinématique pour mettre en
place tous les types de relations cinématiques dans la résolution (relations entre les solides A
et B, et conditions aux limites de Dirichlet). Pour introduire des conditions de déplacement
imposé avec la méthode de projection cinématique, il suffit de définir les degrés de liberté
associés comme des degrés de liberté liés, et de déduire par la suite la matrice de projection
correspondante. Afin d’appliquer ce principe pour l’exemple de ressorts de la figure 4.3, on
définit la matrice de projection telle que : δu1

δu2

δu3


︸ ︷︷ ︸

δU

=

 α
1
0


︸ ︷︷ ︸

P

[
δu2

]︸ ︷︷ ︸
δUi

(4.70)

donc :

P TF int(U) =
[
α 1 0

]  k1 0 0
0 k2 −k2
0 −k2 k2

 αu2

u2

d

 = α2k1u2 − dk2 + k2u2 (4.71)

Ftot est dans ce cas un vecteur de trois composantes nulles (égales aux valeurs de forces
appliquées aux noeuds. Il en ressort que :

P TFext =
[
α 1 0

]  0
0
0

 =
[
0
]

(4.72)

La résolution de l’égalité des équations (4.71) et (4.72) donne la valeur de u2. On déduit
la valeur de u1 en multipliant celle de u2 par α. La valeur de u3 est égale à d.
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4.6.1.2 Comportement de ressorts linéaires et relation cinématique non linéaire

L’expression de la relation cinématique de l’équation (4.73) est testée afin relier les dé-
placements u1 et u2 des noeuds 1 et 2 de la figure 4.3.

u1 = 3u2
2 + 3u2 (4.73)

d’où l’expression de la matrice de projection P tel que : δu1

δu2

δu3


︸ ︷︷ ︸

δU

=

 6u2 + 3 0
1 0
0 1


︸ ︷︷ ︸

P

[
δu2

δu3

]
︸ ︷︷ ︸

δUi

(4.74)

Par conséquent, la résolution avec la méthode de projection cinématique consiste à multi-
plier l’équation (4.53) par la transposée de la matrice de projection P . De plus, on remplace
u1 par sa valeur en fonction de u2 dans Utot. Le résidu de la résolution itérative est défini
tel que :

R = P TFext−P TFint(U) =

[
(6u2 + 3)F1 + F2

F3

]
−
[
(6u2 + 3) k1 (3u2

2 + 3u2)− k2 (u3 − u2)
k2 (u3 − u2)

]
(4.75)

La dérivée du résidu R par rapport à Ui utilisée dans la résolution itérative est calculée
comme suit :

∂R

∂Ui

=

[
54u2

2k1 + 54u2k1 + 9k1 + k2 −k2
−k2 k2

]
(4.76)

La dérivée du résidu constitue la matrice tangente de résolution aux éléments finis. La
méthode de résolution itérative de Newton Raphson peut être utilisée.

Les valeurs suivantes sont utilisées pour l’application numérique :
• F1 = 100 N ;
• F2 = 200 N ;
• F3 = 300 N ;
• k1 = 40 N/m ;
• k2 = 80 N/m.

Les résultats sont illustrés sur la figure 4.5 en termes de forces en fonction des déplacement-
s. Ces résultats valident l’approche de projection cinématique pour des expressions de rela-
tions cinématiques non linéaires.

4.6.1.3 Comportement de ressorts non linéaires et relation cinématique non
linéaire

Un couplage de deux types de non-linéarités est testé : des non-linéarités provenant des
expressions non linéaires des relations cinématiques et un autre type de non-linéarités dû à
l’utilisation de lois de comportement matériaux non linéaires.

Pour l’exemple de la figure 4.4, une loi de comportement non linéaire est introduite pour
les ressorts. La loi de comportement Marigo 1D détaillée dans l’annexe C est choisie pour sa
simplicité.
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Figure 4.5 – Résultat – forces en fonction des déplacements u2 (a) ; et u3 (b).

La relation cinématique de l’équation (4.77) relie les déplacements u1 et u2 des noeuds 1
et 2.

u1 = 2u2
2 (4.77)

Pour l’application numérique, les valeurs suivantes sont utilisées :
• d = 0.3 m ;
• k1 = 62.5 N.m ;
• k2 = 62.5 N/m ;
• YD = 0.1 Pa ;
• SM = 500 Pa ;

La figure 4.6 illustre les valeurs des contraintes en fonction des déformations des ressorts
1 et 2.
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Figure 4.6 – Contraintes en fonction des déformations pour les éléments 1 (a) ; et 2 (b).
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Cet exemple élémentaire montre qu’il est possible de coupler les deux types de non-
linéarité issues des lois de comportement matériaux non linéaires et des relations cinéma-
tiques non linéaires dans un même calcul.

Afin tester la méthodologie de projection cinématique pour un exemple plus physique
que celui des ressorts en série, elle est appliqué dans la section 4.6.2 suivante afin d’étudier
en 3D un essai de pull-out. Cette étude a le but de modéliser le comportement de l’interface
acier-béton d’une toute nouvelle manière, afin d’explorer la faisabilité de prendre en compte
le comportement de cette interface au moyen d’expressions de relations cinématiques non
linéaires.

4.6.2 Modélisation pull-out 3D

Il s’agit de modéliser l’essai de pull-out de [Torre-Casanova, 2012] décrit dans la figure
3.6 du chapitre 3. La méthode de projection cinématique est appliquée afin de relier les
déplacements d’acier et de béton. Deux choix de modélisation sont effectués : modélisation
avec des éléments volumiques d’acier et de béton, et modélisation avec des éléments barres
d’acier et des éléments volumiques de béton.

4.6.2.1 Modélisation avec des éléments volumiques d’acier et de béton

Des éléments finis 3D sont associés à l’acier et au béton.

4.6.2.1.1 Propriétés des matériaux
Un comportement linéaire est associé à l’acier et au béton avec un module d’Young de 200

GPa pour l’acier et un module d’Young de 28 GPa pour le béton. Un coefficient de Poisson
de 0.22 est associé au béton. Les non-linéarités de cet essai de pull-out sont concentrées
au niveau de l’interface acier-béton et sont représentées par des expressions de relations
cinématiques non linéaires. Ce choix de lois de comportement linéaires d’acier et de béton
est justifié dans le chapitre 3 lors de la modélisation de ce même essai avec la formulation
de macro-élément (voir paragraphe 3.7.1.3.4).

4.6.2.1.2 Maillage
Le maillage de la figure 4.7 est choisi. Ce que cette figure ne montre pas, c’est que l’acier

et le béton ont deux mailles distinctes. Les déplacements de la surface externe de la partie
centrale du maillage d’acier (Acier 2 dans la figure 4.8) sont liés par des relations cinématiques
aux déplacements de la surface interne de la partie centrale du maillage de béton (Béton 2
dans la figure 4.8).

Les conditions aux limites sont résumées dans la figure 4.9. Il n’est pas nécessaire de mo-
déliser le support en téflon de la figure 3.6 puisqu’il n’est utilisé que pour assurer l’alignement
entre la barre d’acier et la direction du déplacement imposé dans le dispositif expérimental.

4.6.2.1.3 Résultats
Le modèle numérique est calibré dans le but de reproduire la loi d’adhérence expérimen-

tale. Deux expressions différentes pour les relations cinématiques reliant les déplacements
longitudinaux d’acier et de béton le long de la longueur de contact sont proposées. Les dé-
placements normaux sont imposés égaux pour l’acier et le béton le long de la longueur de
contact.

La première expression proposée, appelé expression 1, est la suivante :
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(b)

Figure 4.7 – Maillage de l’essai de pull-out : (a) vue 3D du maillage, (b) vue de dessus du
maillage.
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Figure 4.8 – Maillages d’acier et de béton reliés avec des relations cinématiques de dépla-
cement.

ub =
ua

a+ bua

(4.78)

avec :
• a = 5 ;
• b = 1400.

sachant que ub et ua sont les déplacements longitudinaux des nœuds de béton et d’acier,
respectivement.

En utilisant cette expression 1 (équation (4.78)), la courbe de réaction et la courbe de
glissement résultantes sont représentées dans la figure 4.10.

La deuxième expression, appelé expression 2, est définie avec trois paramètres a, b et c :
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p2 : déplacement bloqué selon 

p2

p1

déplacement bloqué selon

déplacement imposé selon

Figure 4.9 – Conditions aux limites.
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Figure 4.10 – Courbe de réaction issue de l’utilisation de l’expression 1 (a) et loi d’adhérence
de la modélisation utilisant l’expression 1 comparée à la loi d’adhérence expérimentale (b).

ub = a− ae−buc
a (4.79)

avec :
• a = 6.4× 10−4 ;
• b = 49.5 ;
• c = 0.72.

La courbe de réaction et la courbe d’adhérence sont représentées dans la figure 4.11.
L’expression 2 présente l’inconvénient d’avoir une valeur de dérivée infinie pour un glis-

sement proche de zéro. En fonction de la valeur du pas de temps, cela peut entraîner des
problèmes de convergence. Pour éviter ces problèmes numériques, il est donc possible de
modifier légèrement l’expression 2 comme suit :
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Figure 4.11 – Courbe de réaction issue de l’utilisation de l’expression 2 (a) et loi d’adhérence
de la modélisation utilisant l’expression 2 comparée à la loi d’adhérence expérimentale (b).

ub = 0.53ua pour ua < 10−5 (4.80)

ub = a− ae−buc
a +

(
a− ae−b×(10−5)

c

− 0.53× 10−5
)

pour ua ≥ 10−5 (4.81)

Pour la valeur de glissement de 10−5 m, les deux expressions pour ua < 10−5 m et
ua ≥ 10−5 m (équation (4.80) et (4.81)) donnent la même valeur de contrainte de liaison
et présentent une continuité de la valeur de leur dérivée.

4.6.2.1.4 Discussion
Les deux expressions donnent des résultats de courbes d’adhérence comparables à la

courbe d’adhérence expérimentale. Cependant, l’utilisation de l’expression 2 estime mieux
la partie pré-pic de la courbe expérimentale, comme le montre la figure 4.12.

L’expression 2 est définie avec trois paramètres alors que l’expression 1 n’en a que deux,
ce qui signifie que l’expression 1 est plus simple que l’expression 2. L’ajout de paramètres
supplémentaires peut conduire à une meilleure estimation de toutes les parties de la courbe
expérimentale de loi d’adhérence.

Les courbes des expressions 1 et 2 sont illustrées dans la figure 4.13.
La dérivée des deux expressions 1 et 2 tend vers zéro pour des grandes valeurs de déplace-

ment d’acier ua. Cela signifie qu’à la fin de l’essai de pull-out l’acier est arraché par rapport
au béton. En d’autres termes, le déplacement de l’acier ua continue à augmenter alors que
le déplacement du béton ub reste constant.

4.6.2.2 Modélisation avec des éléments barres d’acier et des éléments volu-
miques de béton

Des éléments finis 1D sont associés à l’acier au lieu que des éléments finis 3D sont associés
au béton.
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Figure 4.13 – Expressions 1 et 2 de relations cinématiques.

Avec une hypothèse d’adhérence parfaite, les expressions utilisées pour relier les déplacem-
ents de chaque nœud d’acier à ceux des noeuds de béton sont exprimées tel que :

ua,x =
8∑

i=1

Niubi,x, ua,y =
8∑

i=1

Niubi,y, ua,z =
8∑

i=1

Niubi,z (4.82)

Ni sont les fonctions de forme de l’élément volumique de béton dans lequel se situe le
noeud d’acier. ua,m est le déplacement du noeud d’acier selon la direction m de l’espace. ubi,m

est le déplacement du noeud de béton bi selon la direction m de l’espace.
Afin de relier les déplacements d’acier et de béton avec des relations cinématiques non

linéaires, pour imposer un déplacement relatif acier-béton dans la direction longitudinale, les
expressions 1 et 2 sont respectivement réécrite sous la forme ua = f(ub) au lieu de ub = f(ua),
tel que :
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ua =
aub

1− bub

(4.83)

ua =

[
−1

b
ln

(
a− ub

a

)] 1
c

(4.84)

ub est ensuite remplacé par
∑8

i=1Niubi dans la direction longitudinale, tout en conservant une
liaison parfaite acier-béton dans les directions normales (ua =

∑8
i=1 Niubi dans les directions

normales).
Cette approche est testée pour l’expression 1 (équation (4.78)).

4.6.2.2.1 Propriétés des matériaux
Les propriétés des matériaux sont égales à celles utilisées pour la modélisation avec des

éléments volumiques d’acier et de béton (voir paragraphe 4.6.2.1.1).

4.6.2.2.2 Maillage
Le maillage 3D choisi est illustré dans la figure 4.14. La figure 4.15 montre la vue de

dessus du maillage. Le long de la longueur de contact acier-béton de l’essai, les déplacements
des noeuds d’acier sont reliés aux déplacements des noeuds de béton tel que :

ua,z =
a
∑8

i=1Niubi,z

1− b
∑8

i=1 Niubi,z

(4.85)

ua,x =
8∑

i=1

Niubi,x (4.86)

ua,y =
8∑

i=1

Niubi,y (4.87)

(a) (b)

Figure 4.14 – Maillage 3D (a) et coupe 3D dans le maillage (b).
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𝑑

𝑑

P1 P2

P3P4

∙

Figure 4.15 – Vue de dessus du maillage de pull-out.

4.6.2.2.3 Résultats
Une étude de sensibilité est réalisée par rapport à la distance d de la figure 4.15. Les

courbes de réaction et de loi d’adhérence sont illustrées dans la figure 4.16.
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Figure 4.16 – Superposition des courbes de réaction des différents choix de modélisation
(a) et superposition des courbes d’adhérence comparées à la courbe expérimentale.

Les valeurs de d de 9.94 mm et 10 mm reproduisent le comportement le plus proche de ce-
lui de la simulation 3D-3D avec des éléments finis volumiques d’acier et de béton (voir figures
4.7 et 4.8). Pour la simulation 3D-3D, les relations cinématiques relient les déplacements de
deux surfaces cylindriques : la surface extérieure de la barre d’acier et la surface intérieure
du béton le long de la longueur de contact. À chaque position longitudinale, les relations
cinématiques relient deux cercles. Pour la simulation 1D-3D avec des éléments barres d’acier
et des éléments volumiques de béton (voir figure 4.14), l’acier est représenté par un seul point
à chaque position longitudinale, où un carré est associé au béton (P1P2P3P4 dans la figure
4.15). Plus ce carré est proche du cercle de la simulation 3D-3D, la concordance entre les
résultats numériques de la simulation 1D-3D et ceux de la simulation 3D-3D s’accroît.
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4.6.2.2.4 Discussion
À ce stade, il est important de préciser que l’objectif de cet exemple structural avec des

relations cinématiques non linéaires est de valider la méthodologie de projection cinématique.
Toutefois, la représentation du comportement non linéaire d’interface acier-béton via des
relations cinématiques non linéaires de déplacement est une piste qui reste à explorer en
détail, ce qui n’est pas fait dans ce travail de thèse. Pour le faire, il serait intéressant de
répondre aux questions suivantes :

• Comment créer une approche d’identification de l’expression de relation cinématique
à adopter pour relier les déplacements d’acier et de béton ?

• Comment créer une dépendance de la relation cinématique aux paramètres matériaux
et géométriques affectant le comportement d’interface ?

• Comment étendre la méthodologie pour représenter un comportement cyclique d’in-
terface ?

• L’expression de la relation cinématique est-elle dépendante de la loi de comportement
à associer au béton ? La loi de béton est considérée linéaire lors des modélisations de
pull-out de ce chapitre. Il est pourtant intéressant d’évaluer la possibilité de détecter
une influence du choix d’une loi de béton non linéaire sur la forme et l’expression de
la relation cinématique à adopter.

Ces questions constituent une ouverture de perspectives pour ce travail de thèse sur les
relations cinématiques non linéaires pouvant représenter le comportement de l’interface acier-
béton. Cette piste n’est pas adoptée pour le reste de ce manuscrit, vu qu’elle nécessite des
réponses à ces questions.

L’intérêt s’est porté dans ce travail sur l’utilisation de la méthodologie de projection
cinématique pour relier les macro-éléments présentés dans le chapitre 3 à des éléments 2D/3D
de béton. Cela est detaillé dans le sous-chapitre 4.7 suivant.

Il convient finalement d’indiquer que plus de détails concernant la méthodologie de pro-
jection cinématique présentée dans ce chapitre sont abordés dans [Grange, 2023].

4.7 Application du principe de projection cinématique
pour relier des macro-éléments à des éléments de bé-
ton

Afin de relier les déplacements des macro-éléments présentés dans le chapitre 3 à des
éléments 2D/3D de béton, en utilisant la méthode de projection cinématique, il faut définir
les degrés de liberté dépendants Uc comme étant les degrés de liberté des noeuds d’inter-
face des macro-éléments dans toutes les directions de l’espace, et ceux des noeuds d’acier
des macro-éléments dans les directions normales par rapport à la direction de l’acier. Ces
degrés de liberté dépendent des degrés de liberté des noeuds de béton. Les degrés de liberté
indépendants Ui constituent le reste des degrés de liberté de la structure étudiée.

Il convient de souligner que la méthode de doubles multiplicateurs de Lagrange est utilisée
dans ce travail pour le cadre de calcul avec des macro-éléments afin d’imposer des conditions
aux limites de Dirichlet. La projection cinématique établit le lien entre les macro-éléments
et les éléments de béton. Autrement dit, un couplage méthode de doubles multiplicateurs de
Lagrange-méthode de projection cinématique est adopté.
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Le résidu de la résolution globale est définit par l’équation (4.37) en remplaçant F (Utot)
par l’expression suivante :

F (Utot) =

 F int(U) +LTλ1 +LTλ2

LU − βλ1 + βλ2

LU + βλ1 − βλ2

 (4.88)

tel que F int(U) est le vecteur de forces internes de la structure en béton armé étudiée
rassemblant les forces internes des macro-éléments et ceux des éléments de béton. Ce vecteur
est défini dans le chapitre 3 par l’équation (3.9).

De plus, l’équation (4.40) doit être utilisée pour calculer la dérivée du résidu. Afin de
calculer cette dérivée, l’équation (4.41) est adoptée pour la dérivation de F (Utot) par rapport
à Utot.

La dérivation des forces internes F int(U ) par rapport à U est calculée selon l’équation
(3.12) du chapitre 3. Cette équation prend en compte les contributions des éléments 2D/3D
de béton et des macro-éléments constituant le maillage de la structure en béton armé. L’algo-
rithme 1 de résolution globale est remplacé donc par l’algorithme 3. L’algorithme 2 demeure
inchangé.

Algorithme 3 Algorithme de résolution global avec la méthode de projection cinématique
U totn+1 ← U totn (= 0 pour le premier pas de temps)
U in+1 ← U in (= 0 pour le premier pas de temps)
conv ← 0
k ← 0
Utotk = U totn+1

U ik = U in+1

tant que conv =0 faire
Calcul deRk = P TFtotn−P TFk (Utotk). À cette étape, l’algorithme local 2 est appelé

pour calculer la contribution de chaque macro-élément dans Fk (représentée par le vecteur
fb dans l’algorithme 2)

Calcul de U ik+1 = U ik −
(

∂Rk

∂U i

)−1

Rk. À cette étape, l’algorithme local 2 est appelé

pour calculer la contribution de chaque macro-élément dans ∂Rk

∂U i
(représentée par la matrice

kem dans l’algorithme 2)
Calcul deU ck+1

qui sont les degrés de liberté dépendants (degrés de liberté de l’interface
dans toutes les directions et de l’acier dans les directions normales) selon les relations
cinématiques

Calcul de Utotk+1 =
[
Uck+1 Uik+1

]T
Calcul de Rk+1 = P TFtotn − P TFk+1 (Utotk+1)
si Rk+1 < tolrance alors
conv ← 1
Utotn = Utotk+1

sinon
k ← k + 1

fin si
fin tant que
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4.8 Conclusions
Dans ce chapitre, une technique permettant d’imposer des relations cinématiques dans

le cadre d’une résolution aux éléments finis est proposée. Cette technique est basée sur
un principe de projection cinématique. Elle permet d’imposer des expressions de relations
cinématiques linéaires et non linéaires.

Cette approche est validée pour un exemple de ressorts en série avec différentes expres-
sions de relations cinématiques, et différentes lois de comportement associées aux ressorts.
Ces tests démontrent l’avantage de l’utilisation de la méthodologie de projection cinéma-
tique en comparaison avec des techniques classiques d’imposition de relations cinématiques
(méthodes de simples et de doubles multiplicateurs de Lagrange). En effet, la méthode de
projection cinématique a l’avantage de diminuer la taille du système a résoudre.

Un second test de validation de l’approche est étudié. Ce test a pour but de reproduire
une courbe expérimentale de loi d’adhérence d’un essai de pull-out. Deux expressions de
relations cinématiques sont identifiées pour relier les déplacements des noeuds d’acier à ceux
des noeuds de béton. Deux configurations de maillages sont étudiées : l’une avec des maillages
volumiques d’acier et de béton, et l’autre avec des éléments barres associés à l’acier et des
éléments volumiques de béton.

La finalité de la proposition de l’approche de projection cinématique dans ce travail de
thèse consiste principalement à établir le lien entre les macro-éléments du chapitre 3 et les
éléments 2D/3D de béton. Il est donc à noter que cette approche de projection est utilisée
dans les exemples d’application de ce chapitre 3, et relie les macro-éléments des maillages
utilisés aux éléments de béton. Cela est discuté dans le sous-chapitre 4.7.

Le chapitre 5 suivant présente une partie de ce travail de thèse dans laquelle le compor-
tement non linéaire de l’interface acier-béton est incorporé au sein d’éléments semi-globaux
poutres et plaques.
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Chapitre 5

Modèles de poutres et de plaques
enrichies

La modélisation du comportement de l’interface acier-béton au sein d’éléments poutres
et plaques est particulièrement intéressante puisque ces types d’éléments finis semi-globaux
sont connus pour leur avantage de fournir des résultats numériques représentatifs avec des
temps de calcul raisonnables [Capdevielle, 2016] [Gurov, 2022]. Dans ce chapitre, une tech-
nique d’enrichissement cinématique est proposée pour la prise en compte du comportement
d’interface acier-béton dans le cadre d’éléments semi-globaux poutres et plaques. Ainsi, le
principe de l’approche proposée est de définir un élément enrichi dans lequel plusieurs contri-
butions sont assemblées : la contribution d’un élément fini poutre ou plaque en béton, la
contribution d’un élément fini de type barre pour représenter l’acier, et la contribution de
contraintes d’adhérence acier-béton.

Les sous-chapitres 5.1 et 5.2 rappellent des formulations de poutres et de plaques pro-
posées dans la littérature. Le sous-chapitre 5.3 présente des techniques d’enrichissement qui
peuvent être appliquées aux cinématiques de poutres et de plaques.

5.1 Modèles de poutres
Les poutres sont généralement des éléments élancés dont l’une des dimensions est si-

gnificativement plus grande que les deux autres. Elles peuvent être conçues pour résister à
des chargements de flexion, pouvant être composée ou déviée, selon le fonctionnement de
la structure. Plusieurs modèles de poutres plus ou moins complexes sont proposés dans la
littérature [Bitar, 2017]. On peut notamment distinguer les formulations d’Euler-Bernoulli
et de Timoshenko, basées sur des relations cinématiques de déplacements et de déforma-
tions. En parallèle, une incorporation plus aisée des lois de comportement non linéaires des
matériaux est possible dans le cadre des modèles de poutres multifibres. Les formulations
des théories de poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko, et celle des poutres multifibres,
sont brièvement rappelées dans ce sous-chapitre.

5.1.1 Modèles basés sur des relations cinématiques

Les théories de poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko définissent une poutre par
sa ligne moyenne et sa section. Ces deux théories sont présentées ici.
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5.1.1.1 Hypothèses cinématiques

Les hypothèses cinématiques proposent des relations cinématiques qui relient les déplace-
ments d’un point M de la poutre au déplacement du point G, la projection de M sur la fibre
moyenne de la poutre.

5.1.1.1.1 Poutre Euler-Bernoulli
Cette théorie suppose que la section plane de la poutre perpendiculaire à sa fibre moyenne

reste plane après déformation, et reste également perpendiculaire à la fibre moyenne (voir
figure 5.1). Elle néglige en outre les déformations de cisaillement. Seules les déformations
axiales sont prises en compte.

M

G

𝑢G

𝑣

𝜃

𝑢

y

Section de la poutre

Section de la poutre

Figure 5.1 – Cinématique de la poutre d’Euler Bernoulli.

Soit M un point arbitraire de la poutre, et G sa projection sur la ligne moyenne de cette
poutre. L’excentricité de M par rapport à l’axe neutre est égale à y. Le déplacement du point
G est décrit par un vecteur de composantes u et v selon les directions horizontale et verticale
respectivement. Les vecteurs de déplacement de uM(x) M et uG(x) de G sont liés comme
suit :

uM(x) = uG(x) + θ(x) ∧
−−→
GM =

[
u− yθ

v

]
(5.1)

tel que :

θ(x) =
∂v

∂x
(5.2)

ce qui donne :

uM(x) = uG(x) + θ(x) ∧
−−→
GM =

[
u− y ∂v

∂x

v

]
(5.3)

La déformation longitudinale εx (x, y) en M est déduite en dérivant la première ligne de
l’équation (5.3) par rapport à la direction longitudinale x de la poutre. Étant donné que
la section de la poutre est supposée rester droite et perpendiculaire à la fibre moyenne, la
déformation de cisaillement γxy (x, y) est nulle.
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εx(x, y) =
∂u

∂x
− y

∂θ

∂x
=

∂u

∂x
− y

∂2θ

∂x2
(5.4)

5.1.1.1.2 Poutre Timoshenko
Cette théorie suppose que la section plane de la poutre perpendiculaire à sa fibre moyenne

reste plane après déformation, mais ne reste pas forcément perpendiculaire à la fibre moyenne
(voir figure 5.2). De plus, les déformations de cisaillement γxy (x, y) sont considérées, de fait
des hypothèses cinématiques considérées et rappelées ci-avant.

M

G

𝑢G

𝑣

𝜃

𝑢

𝛽𝑦

Section de la poutre

Section de la poutre

𝜃
𝛽𝑦

Zoom 𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

y

Figure 5.2 – Cinématique d’une poutre de Timoshenko.

La relation cinématique de l’équation (5.1) est valable pour la théorie de poutre de
Timoshenko. L’équation (5.2) n’est pourtant pas applicable.

La déformation longitudinale εx et la déformation de cisaillement γxy en M sont liées aux
dérivées du déplacement de G et à la rotation de la section θ.

εx(x, y) =
∂u

∂x
− y

∂θ

∂x
(5.5)

γx(x, y) =
∂v

∂x
− θ = βy (5.6)

5.1.1.2 Formulation faible

Soit P une poutre de longueur L et de section S. Un vecteur f de densité volumique de
forces et de moments est appliqué au volume de la poutre. Un vecteur de forces Ftot est
appliqué aux bords de la poutre (voir figure 5.3). La résolution de l’équilibre de cette poutre
consiste à trouver le vecteur de déplacements généralisés u =

[
u v θ

]T en tous points de
la poutre.

Un vecteur de déformations généralisées est défini au niveau de chaque section de la
poutre tel que :
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Figure 5.3 – Élément poutre.

ε =

 ∂u(x)
∂x

βy
∂θ(x)
∂x

 (5.7)

sachant que la théorie d’Euler-Bernoulli néglige la déformation de cisaillement βy.
Un vecteur de forces généralisées Fs est défini pour chaque section de la poutre. Cette

section est soumise à trois types de sollicitations : un effort normal Fx , un effort tranchant
Fy , et un moment de flexion Mz.

Fs =

 Fx

Fy

Mz

 (5.8)

tel que :

Fx =

∫
S

σxdS, Fy =

∫
S

τxydS, Mz = −
∫
S

yσxdS (5.9)

sachant que σx et τxy sont les contraintes normales et tangentielles de la poutre. Les contraintes
tangentielles τxy ne sont pas prises en compte dans la théorie d’Euler-Bernoulli.

Le vecteur Fs est exprimé en fonction du vecteur de déformations généralisées ε. Pour
un comportement élastique linéaire de la poutre, cette expression est formulée comme suit : Fx

Fy

Mz


︸ ︷︷ ︸

Fs

=

 ∫
S
EdS 0 −

∫
S
EydS

0
∫
S
kcGdS 0

−
∫
S
EydS 0

∫
S
Ey2dS


︸ ︷︷ ︸

ks

 ∂u(x)
∂x

βy
∂θ(x)
∂x


︸ ︷︷ ︸

ε

= ksε (5.10)

E est le module d’Young de la poutre. G est son module de cisaillement. kc est un facteur de
correction du cisaillement. [Cowper, 1966] propose de relier la valeur de kc au coefficient de
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poisson ν de la poutre. Pour une section transversale de poutre rectangulaire, kc est estimé
comme suit :

kc =
10(1 + ν)

12 + 11ν
(5.11)

Le principe des puissances virtuelles de la poutre se présente ainsi :∫
x

ε∗TFsdx = u∗T
∫
V

fdV + u∗TFtot (5.12)

ε∗T et u∗T sont deux champs de déformation et de déplacement virtuels de la poutre.
Les forces généralisées Fs sont intégrées le long de la poutre (selon son axe x). Les densités
de forces volumiques f sont intégrées sur le volume de la poutre. Dans l’hypothèse d’un
comportement élastique linéaire, l’équation (5.12) est exprimée de la façon suivante :∫

x

ε∗Tksεdx = u∗T
∫
V

fdV + u∗TFtot (5.13)

5.1.1.3 Discrétisation

Pour résoudre l’équilibre de la poutre, sa longueur est discrétisée en plusieurs éléments
finis. Chaque élément est composé de deux nœuds à trois degrés de liberté chacun (voir figure
5.4).

1 2
𝑢1
𝑣1
𝜃1

𝑢2
𝑣2
𝜃2

0 𝑙

Figure 5.4 – Degrés de liberté de l’élément poutre.

ui est le déplacement du noeud i selon x. vi est son déplacement selon y. θi représente
la rotation de la section de la poutre ayant la position longitudinale du noeud i. uel =[
u1 v1 θ1 u2 v2 θ2

]T est le vecteur des degrés de liberté de l’élément. Une matrice
de fonctions d’interpolation N permet de calculer le vecteur de degrés de liberté u(x) =[
u(x) v(x) θ(x)

]T d’un point de l’élément poutre en fonction du vecteur de degrés de
liberté élémentaire uel.

 u(x)
v(x)
θ(x)

 =N


u1

v1
θ1
u2

v2
θ2

 (5.14)

Des expressions différentes de la matrice N sont définies selon la théorie de poutre adop-
tée.
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5.1.1.3.1 Poutre Euler-Bernoulli
Avec la théorie d’Euler-Bernoulli, la matrice N est exprimée comme suit :

N =

 1− x
l

0 0 x
l

0 0

0 1− 3x2

l2
+ 2x3

l3
x− 2x2

l
+ x3

l2
0 3x2

l2
− 2x3

l3
−x2

l
+ x3

l2

0 −6x
l2
+ 6x2

l3
1− 4x

l
+ 3x2

l2
0 6x

l2
− 6x2

l3
−2x

l
+ 3x2

l2

 (5.15)

La dérivation de l’équation (5.15) permet d’exprimer ∂u(x)
∂x

étant la dérivée B′ de N
multipliée par uel.

 ∂u(x)
∂x

∂v(x)
∂x

∂θ(x)
∂x

 = B′


u1

v1
θ1
u2

v2
θ2

 (5.16)

avec :

B′ =

 −1
l

0 0 1
l

0 0

0 −6x
l2
+ 6x2

l3
1− 4x

l
+ 3x2

l2
0 6x

l2
− 6x2

l3
−2x

l
+ 3x2

l2

0 − 6
l2
+ 12x

l3
−4

l
+ 6x

l2
0 6

l2
− 12x

l3
−2

l
+ 6x

l2

 (5.17)

La déformation de cisaillement βy étant nulle dans la théorie d’Euler-Bernoulli, le vecteur
de déformations généralisées ε peut être réduit à :

ε =

 ∂u(x)
∂x

βy
∂θ(x)
∂x

 =

 B′
1

0
B′

3

uel = Buel (5.18)

B′
i est la ligne i de la matrice B′.

En remplaçant ε par son expression en fonction de uel, et en assemblant les contributions
des éléments de la discrétisation, le principe des puissances virtuelles de l’équation (5.12)
s’écrit comme suit :

Ne

A
e=1

[∫
l

u∗
el
TBTksBuel dl

]
=

Ne

A
e=1

[
u∗

el
T

∫
Ωe

fdΩe

]
+

Ne

A
e=1

[
u∗

el
T
]
Ftot (5.19)

l et Ωe désignent la longueur élémentaire et le volume élémentaire d’un élément fini
poutre. u∗

el est un vecteur élémentaire virtuel de degrés de liberté. A désigne l’opérateur
d’assemblage. Le maillage constitué est formé de Ne élément poutres. D’où :

U ∗T
Ne

A
e=1

[∫
l

BTksB dl
]

︸ ︷︷ ︸
k

U = U ∗T
Ne

A
e=1

[∫
Ωe

fdΩe

]
+U ∗TFtot (5.20)

U est le vecteur de l’ensemble des degrés de liberté du maillage. U ∗ est un champ virtuel
de degrés de liberté. L’équation (5.20) est simplifiée par U ∗T pour établir l’équilibre entre
les vecteurs des forces internes Fint et externes Fext :

Fint = Fext (5.21)
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avec :
Fint =

Ne

A
e=1

[∫
l

BTksB dl
]

︸ ︷︷ ︸
k

U = kU (5.22)

et :
Fext =

Ne

A
e=1

[∫
Ωe

fdΩe

]
+ Ftot (5.23)

k est la rigidité de l’élément poutre. Avec la théorie d’Euler-Bernoulli, elle est exprimée en
fonction du module d’Young E de la poutre, de sa section S, de sa longueur l, et du moment
d’inertie I de sa section.

k =



ES
l

0 0 −ES
l

0 0
0 12EI

l3
6EI
l2

0 −12EI
l3

6EI
l2

0 6EI
l2

4EI
l

0 −6EI
l2

2EI
l

−ES
l

0 0 ES
l

0 0
0 −12EI

l3
−6EI
l2

0 12EI
l3

−6EI
l2

0 6EI
l2

2EI
l

0 −6EI
l2

4EI
l

 (5.24)

5.1.1.3.2 Poutre Timoshenko
Différentes formulations sont proposées dans la littérature pour les poutres Timoshenko,

avec différentes expressions pour les fonctions d’interpolation [Pegon, 1994] [Guedes et al.,
1994] [Donea et Lamain, 1987] [Tessler et Dong, 1981] [Caillerie et al., 2015]. Une option de
formulation est présentée ici (formulation FLI (Full-Linear-Independent) avec des fonctions
d’interpolation linéaires indépendantes pour les champss de déplacement transversal et de
rotation) [Pegon, 1994] [Guedes et al., 1994] . Une présentation détaillée des différentes
formulations avec des études de comparaison est présentée dans [Bitar, 2017]. La matrice N
des fonctions de forme de la formulation FLI est la suivante :

N =

 1− x
l

0 0 x
l

0 0
0 1− x

l
0 0 x

l
0

0 0 1− x
l

0 0 l

 (5.25)

Les déformations généralisées sont exprimées tel que :

ε = Buel (5.26)

avec :

B =

 −1
l

0 0 1
l

0 0
0 −1

l
−1

2
0 1

l
−1

2

0 0 −1
l

0 0 1
l

 (5.27)

Pour l’estimation de βy, les termes multipliant θ1 et θ2 sont considérés égaux à 1
2

et ne
sont donc pas directement calculés en dérivant les fonctions de forme. Cela permet d’éviter
les problèmes de blocage par cisaillement [Pegon, 1994].

Les équations d’équilibre (5.20) et (5.21) sont valables pour la théorie de Timoshenko.
La matrice de rigidité est exprimée comme suit :
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k =



ES
l

0 0 −ES
l

0 0
0 kc GS

l
kc GS

2
0 −kc GS

l
kc GS

2

0 kc GS
2

EI
l
+ kc GSl

4
0 −kc GS

2
−EI

l
+ kc GSl

4
−ES

l
0 0 ES

l
0 0

0 −kc GS
2

−kc GS
2

0 kc GS
l

−kc GS
2

0 kc GS
2

−EbIb
l

+ kc GSl
4

0 −kc GS
2

EbIb
l

+ kc GSl
4

 (5.28)

5.1.2 Modèles de poutres multifibres

L’approche de poutres multifibres consiste à définir une section de la poutre au niveau de
ses points de Gauss. Cette section est discrétisée. Des déformations généralisées sont calculées
aux points de Gauss de l’élément. En parallèle, et en utilisant une hypothèse cinématique
basée sur la théorie d’Euler-Bernoulli ou de Timoshenko, ces déformations généralisées sont
utilisées pour calculer les déformations totales au niveau des fibres de la section transversale.
De plus, des lois de comportement non linéaires sont attribuées à chaque fibre de la section,
ce qui permet de représenter des éléments décrivant des matériaux hétérogènes. Les relations
contrainte-déformation conduisent ensuite au calcul des contraintes à chaque point de Gauss
de la section. Les forces généralisées sont finalement calculées par intégration numérique sur
la section transversale, puis interpolées en tant que forces nodales au niveau des éléments.

La figure 5.5 décrit le principe de l’approche multifibre.

𝑖 𝑗 𝑘 𝑙

i j k l

𝑢𝑖
𝑣𝑖
𝜃𝑖

𝑢𝑗
𝑣𝑗
𝜃𝑗

𝑢𝑘
𝑣𝑘
𝜃𝑘

𝑢𝑙
𝑣𝑙
𝜃𝑙

Points de Gauss

Noeuds de la discrétisation de la poutre

Discrétisation de la section 𝑆 au niveau des points de Gauss

𝑖 𝑗 𝑘 𝑙
N𝑖𝑗

T𝑖𝑗
M𝑖𝑗

N𝑗𝑘
T𝑗𝑘
M𝑗𝑘

N𝑘𝑙

T𝑘𝑙
M𝑘𝑙

Degrés de liberté des noeuds

𝜀 Déformation définie au

niveau des sous-points

d’integration de la

section

i j k l

𝜎
Contrainte définie au

niveau des sous-points

d’integration de la

section

Loi de comportement

𝜎 = 𝑓(𝜀)

Intégration des contraintes sur 𝑆

න
𝑆

𝜎 𝑑𝑆

Forces généralisées au 

niveau des points de Gauss

Une fibre

Figure 5.5 – Principe de l’approche de poutre multifibre.

Pour le cas particulier d’un comportement linéaire des fibres de la poutre, les termes de
la matrice ks de l’équation (5.10) peuvent être exprimés comme suit :

∫
S

EdS =
n∑

i=1

EiSi ,

∫
S

EydS =
n∑

i=1

EiyiSi ,

∫
S

kGdS =
n∑

i=1

kiGiSi ,

∫
S

Ey2dS =
n∑

i=1

Eiy2
iSi

(5.29)
n est le nombre de fibres de la poutre. Ei et Si sont les modules d’Young et les sections des
fibres i. yi désigne l’ordonnée des lignes centrales des fibres par rapport à l’axe de la poutre.
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Pour une poutre composée d’un matériau homogène ayant un comportement élastique li-
néaire, les intégrales de l’équation (5.29) peuvent facilement être calculés en considérant des
points de Gauss dans la section de la poutre. Cela peut conduire à un calcul plus précis des
intégrales, sans la nécessité de discrétiser cette section.

5.2 Modèles de plaques
Les plaques sont généralement des éléments dont l’une des dimensions est significative-

ment plus petite que les 2 autres. Ce sous-chapitre rappelle des formulations de plaques
monocouches et multicouches bien connues de la littérature. Ces formulations seront enri-
chies selon les principes présentés dans le chapitre 5.3 pour représenter le comportement de
l’interface acier-béton.

5.2.1 Modèles de plaques monocouches

Une plaque est définie par son plan médian Ω et une épaisseur h, comme le montre la
figure 5.6.

Figure 5.6 – Illustration de la plaque.

5.2.1.1 Cinématique d’un élément plaque

Si P est un point arbitraire appartenant à la plaque et M sa projection sur le plan médian,
la cinématique de la plaque impose que :

u (x, zP) =

 ux (x, zP)
vy (x, zP)
wz (x, zP)

 =

 ux(x)
vy(x)
wz(x)

+ zP

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 θx(x)
θy(x)
0

 (5.30)

x est le vecteur position dans le plan xy du point M. u (x, zP) est le vecteur déplacement du
point P selon les 3 directions x, y, et z. L’équation (5.30) peut être réécrite sous une forme
condensée comme suit :

u (x, zP) = u(x) + zPRθ(x) (5.31)

avec :

u(x) =

 ux(x)
vy(x)
wz(x)

 , R =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 , θ =

 θx(x)
θy(x)
0

 (5.32)
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u(x) est le vecteur déplacement du point M. θx(x) et θy(x) sont les rotations de la section
de la plaque par rapport aux axes x et y. Il est possible de définir trois champs de déformation
comme suit :

e =

 ex = ∂ux

∂x

ey =
∂vy
∂y

2exy =
∂ux

∂y
+ ∂vy

∂x

 ,k =

 κx = ∂θy
∂x

κy = −∂θx
∂y

2κxy =
∂θy
∂y
− ∂θx

∂x

 ,γ =

[
γx = ∂wz

∂x
+ θy

γy =
∂wz

∂y
− θx

]
(5.33)

avec :
• e : champ de déformations membranaires.
• k : champ de déformations de flexion.
• γ : champ de déformations de cisaillement.

Le champ de déformations de cisaillement γ est supposé nul avec la théorie des plaques
minces Kirchhoff-Love. La théorie des plaques épaisses de Mindlin-Reissner considère quant-à
elle ce champ de déformations et suppose qu’il peut être non nul. Les équations de compa-
tibilité cinématique s’expriment comme suit :

ϵ (x, zP) =
1

2

(
∇u (x, zP) +∇Tu (x, zP)

)
(5.34)

avec :

ϵ =

[
e+ zPk
γ

]
=


ex + zPκx

ey + zPκy

2exy + 2zPκxy

γx
γy

 (5.35)

Une loi de comportement est utilisée pour définir un lien entre le champ de contraintes
σ et le champ de déformations ϵ :

σ = σ(ϵ) (5.36)

Pour un comportement élastique linéaire :

σ = Cϵ (5.37)

La matrice C est constituée de deux parties Cm et Cf tel que :

C =

[
Cm 0
0 Cf

]
(5.38)

Cm est la matrice de comportement membranaire de la plaque. Pour ce comportement, une
hypothèse de contraintes planes est utilisée. La matrice Cf est associée au comportement de
flexion hors plan de la plaque. Pour une plaque constituée d’un matériau homogène isotrope
ayant un comportement élastique linéaire, Cm et Cf sont définis comme suit :

Cm =
E

1− v2

 1 v 0
v 1 0
0 0 1−v

2

 , Cf =
E

1− v2

[
k(1−v)

2
0

0 k(1−v)
2

]
(5.39)

avec :
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• E : le module d’Young de la plaque.
• ν : le coefficient de poisson de la plaque.
• k : un coefficient de correction de cisaillement.

d’où :

C =
E

1− v2


1 v 0 0 0
v 1 0 0 0
0 0 1−v

2
0 0

0 0 0 k(1−v)
2

0

0 0 0 0 k(1−v)
2

 (5.40)

Le vecteur de contraintes σ est composé d’une partie de contraintes dans le plan σm

(contraintes de membrane) et d’une partie hors plan σf (contraintes de flexion), tel que :

σ = [ σxx σyy σxy︸ ︷︷ ︸
σT

m

σxz σyz︸ ︷︷ ︸
σT

f

]T (5.41)

Pour l’élément plaque un vecteur de forces généralisés F =
[
N M T

]T est défini tel
que :

N =

∫ h
2

−h
2

σmdz , M =

∫ h
2

−h
2

zσmdz , T =

∫ h
2

−h
2

σfdz (5.42)

Avec la théorie des plaques on s’intéresse à relier le vecteur de forces généralisées F au
vecteur de déformations généralisé ε =

[
e k γ

]T tel que :

F = Dε =

 N
M
T

 (5.43)

La matrice D est calculée comme suit :

D =

 Dm Dmf 0
Dmf Df 0
0 0 Dt

 (5.44)

avec :

Dm =

∫ h
2

−h
2

Cmdz,Dmf =

∫ h
2

−h
2

zCmdz,Df =

∫ h
2

−h
2

z2Cmdz,Dt =

∫ h
2

−h
2

Cfdz (5.45)

La matrice Dm décrit le comportement membranaire de la plaque. La matrice Dmf

permet de décrire le couplage membrane-flexion, et la matrice Dt décrit le cisaillement hors
plan.

5.2.1.2 Principe des puissances virtuelles

Le bord du plan moyen Ω de la plaque est noté ∂Ω. Il est composé de deux parties
complémentaires ∂Ωf et ∂Ωd. Des valeurs de déplacements et de rotations sont imposées le
long de ∂Ωd. Des forces et des moments linéiques sont imposés le long de ∂Ωf . Des forces
(et des moments) surfaciques d’une densité p sont appliqués sur Ω. n est le vecteur unitaire
normal à ∂Ωd (dirigé vers l’extérieur de la plaque).
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∂

∂ np

F

Figure 5.7 – Plan médian de la plaque et conditions aux limites.

La résolution de l’équilibre d’une plaque consiste à trouver un vecteur de déplacements
généralisés up =

[
ux(x) vy(x) wz(x) θx(x) θy(x) θz(x)

]T pour tout point p de la
plaque.

Le principe de puissances virtuelles de la plaque s’écrit comme suit :∫
Ω

ε∗TFdΩ = u∗T
p

∫
Ω

pdΩ + u∗T
p

∫
Ωf

Fimp dΩf + u
∗T
p

∫
Ωd

Fd dΩd (5.46)

ε∗ et u∗
p sont deux champs virtuels de déformations généralisées et de déplacements

généralisés, respectivement. Fd est la projection des forces généralisées F le long de ∂Ωd sur
n. Fimp est le vecteur de forces (et de moments) imposés le long de ∂Ωf . D’une manière
condensée, la dernière équation s’écrit comme suit :∫

Ω

ε∗TFdΩ = u∗T
p Fext (5.47)

avec :
Fext =

∫
Ω

pdΩ +

∫
Ωf

Fimp dΩf +

∫
Ωd

Fd dΩd (5.48)

5.2.1.3 Discrétisation

Pour résoudre l’équation d’équilibre, la géométrie de la plaque est discrétisée en plusieurs
éléments finis. Pour chaque élément fini, il est possible d’écrire que :

up = Nuel =
[
ux vy wz θx θy θz

]T (5.49)

uel est le vecteur regroupant les déplacements généralisés des nœuds de l’élément fini plaque.
Un degré de liberté θz de rotation par rapport à z est souvent considéré pour des raisons
de compatibilité cinématique [Bitar et Richard, 2020], même si on ne définit pas de rigidité
associée. Autrement dit, si on veux assembler, à titre d’exemple, des éléments plaques à des
éléments poutres 3D ayant des degrés de liberté de rotation par rapport à z, il convient par
commodité de définir des degrés de liberté de rotation par rapport à z pour les éléments
plaques. N est la matrice des fonctions de forme de l’élément. Le vecteur de déformations
généralisées est calculé comme suit :

ε = Buel (5.50)

B est la matrice des dérivées des fonctions de forme. Le principe des puissances virtuelles
appliqué à un seul élément fini plaque Ωe ayant un comportement élastique linéaire est
exprimé comme suit :

u∗
el

T

∫
Ωe

BTDBdΩeuel = u
∗
el

TFe (5.51)
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Fe représente l’ensemble des forces externes appliquées à l’élément.
∫
Ωe
BTDBdΩe est la

matrice de rigidité d’un élément plaque. Pour la structure complète, l’opérateur d’assemblage
A est introduit tel que :

Nel

A
e=1

[∫
Ωe

u∗
el

TBTDBueldΩe

]
=

Nel

A
e=1

[
u∗

el
TFe

]
(5.52)

Nel est le nombre d’éléments plaques de la discrétisation. L’assemblage des vecteurs uel est
un vecteur rassemblant tous les degrés de liberté des nœuds du maillage (six degrés par
nœud). Ce vecteur d’assemblage est ici noté U . Il est donc possible de dire que :

U ∗T
Nel

A
e=1

[∫
Ωe

BTDBdΩe

]
U = U ∗TFext (5.53)

avec :
U =

Nel

A
e=1
uel (5.54)

Fext est un assemblage des vecteurs de forces Fe . ANel
e=1

[∫
Ωe
BTDBdΩe

]
est la matrice de

rigidité de la structure de plaque. Sous une forme plus condensée, l’équation (5.53) est
exprimée comme suit :

Fint = Fext (5.55)

avec :
Fint =

Nel

A
e=1

[∫
Ωe

BTDBdΩe

]
U (5.56)

Fint est le vecteur de forces internes issu de l’assemblage des efforts internes élémentaires
après intégration des contraintes.

5.2.2 Modèles de plaques multicouches

L’approche de plaques multicouches est l’équivalent de l’approche de poutres multifibres,
pour les plaques. Elle consiste à définir plusieurs couches superposées pour chaque section
de la plaque étudiée. Les différentes couches peuvent avoir des hauteurs différentes et des
propriétés matérielles différentes. Il est possible d’identifier plusieurs modèles aux éléments
finis de plaques multicouches plus ou moins complexes avec des interfaces parfaites ou im-
parfaites entre les différentes couches [Nguyen, 2004] [Zoghipour et al., 2023] [Carrera et al.,
2023].

Pour une plaque multicouche avec une adhérence parfaite entre les différentes couches,
et un comportement linéaire des couches, il est possible de calculer les termes de la matrice
D de l’équation (5.44) tels que :
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Plan moyen de la

plaque multicouhe

Couche b
Couche c
Couche d

Couche a
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za

Plan moyen de la couche a

Plan moyen de la couche b
Plan moyen de la couche c
Plan moyen de la couche d

zb
zczd

(b)

Figure 5.8 – Configuration d’une plaque multicouche (a) et des plans moyens de ses diffé-
rentes couches (b).

Dm =

∫ h
2

−h
2

Cmdz =
n∑

i=1

hiCmi

Dmj =

∫ h
2

−h
2

zCmdz =
n∑

i=1

hiziCmi

Df =

∫ h
2

−h
2

z2Cmdz =
1

3

n∑
i=1

((
zi +

hi

2

)3

−
(

zi −
hi

2

)3
)
Cmi

Dt =

∫ h
2

−h
2

Cfdz =
n∑

i=1

hiCfi

(5.57)

n est le nombre des couches. hi est la hauteur de la couche i et zi est la coordonnée du plan
moyen de la couche i selon l’axe z (voir figure 5.8). Cmi et Cf i sont les matrices Cm et Cf

de la couche i (équation (5.39)).

5.3 Enrichissement des modèles de poutres et de plaques
pour la prise en compte du comportement d’interface

Ce sous-chapitre détaille la notion d’enrichissement pour prendre en compte le compor-
tement de l’interface acier-béton. Le principe de l’approche et sa formulation faible sont pré-
sentés. Des cas particuliers d’enrichissement introduisant une définition de noeuds internes
au sein de l’élément enrichi nécessitent d’appliquer un principe de condensation statique.
Ce principe est donc également présenté. Deux configurations de poutres enrichies et une
configuration de plaque enrichie sont ensuite détaillées.

5.3.1 Principe de l’enrichissement

Le principe d’enrichissement consiste à introduire des degrés de libertés supplémentaires
représentant les déplacements des barres d’acier. Ainsi la réponse de l’élément enrichi sera
la somme de plusieurs contributions :

• un ou plusieurs éléments finis poutres ou plaques en béton. Les éléments finis poutres
peuvent être des éléments élastiques selon les théories d’Euler-Bernoulli ou de Timo-
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shenko. Ils peuvent également être des éléments poutres multifibres qui permettent de
prendre en compte un comportement non linéaire de béton. Les éléments finis plaques
peuvent être des éléments plaques monocouches ou multicouches ;

• un ou plusieurs éléments finis barres pour représenter l’acier. Ces éléments peuvent
être des éléments barres à deux ou à trois noeuds ;

• des contraintes d’adhérence acier-béton.
Cet assemblage permet de constituer des éléments finis poutre enrichies (poutres en

béton+barres d’acier+contraintes d’adhérence acier-béton dans la direction longitudinale
des barres) et plaques enrichies (plaques en béton+barres d’acier+contraintes d’adhérence
acier-béton dans la direction longitudinale des barres).

Les barres d’acier des éléments poutres enrichies ont la même direction que celle des
poutres, avec des excentricités différentes par rapport à la fibre moyenne de la poutre en
béton. Pour les éléments plaques enrichies, les lignes des barres d’acier sont parallèles au
plan moyen de la plaque, avec des excentricités différentes par rapport à ce plan.

Les noeuds externes des éléments poutres enrichies et ceux du bord des éléments plaques
enrichies relient ces éléments aux autres éléments finis de la structure étudiée. Selon les choix
d’assemblage réalisés, si des noeuds supplémentaires internes de béton et d’acier sont définis,
une condensation statique de la matrice de raideur de l’élément enrichi sera appliquée.

Les figures 5.9 et 5.10 montrent des exemples de configurations d’assemblages constituant
des éléments poutres et plaques enrichies. Les assemblages incorporant des noeuds internes
nécessitent l’application d’une condensation statique étant donné que ces noeuds internes de
chaque élément enrichi ne seront pas connectés à d’autres éléments finis lors de la construction
du maillage de la structure étudiée.

La construction de l’élément enrichi consiste à étudier le choix d’assemblage (comporte-
ment d’acier et de béton) et à représenter le comportement d’interface acier-béton au sein
de cet assemblage par des contraintes d’adhérence. Ces contraintes sont déterminées, selon
les valeurs de glissement acier-béton, à partir des lois d’adhérence.

5.3.2 Formulation faible d’un élément enrichi

Les degrés de liberté de l’élément enrichi englobent à la fois les degrés de liberté de l’acier
et du béton. Le principe des puissances virtuelles d’un élément enrichi s’exprime comme selon
l’équation (5.58) suivante :

Nb

A
e=1

Pe
intb +

Na

A
e=1

Pe
inta +

Na

A
e=1

Pe
intg =

Nb

A
e=1

Pe
extb +

Na

A
e=1

Pe
exta (5.58)

avec :
• Pe

intb : la puissance des forces internes d’un élément de béton (poutre ou plaque) ;
• Pe

inta : la puissance des forces internes d’un élément d’acier ;
• Pe

intg : la puissance des forces internes d’interface tout autour d’un élément d’acier ;
• Pe

extb : la puissance des forces externes appliquées à un élément de béton ;
• Pe

exta : la puissance des forces externes appliquées à un élément d’acier ;
• Nb : le nombre d’éléments poutres ou plaques de béton assemblés ;
• Na : le nombre d’éléments barres d’acier assemblés.

Il est possible de calculer les différents termes de l’équation (5.58) comme suit :

Pe
intb = u

∗
el

TFe
intb (5.59)
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Configurations d’assemblages qui ne

nécessitent pas de condensation statique

Configurations d’assemblages qui

nécessitent une condensation statique

Fibre moyenne de la poutre en béton

Noeud de béton

Noeud d’acier

Élément poutre en béton

Élément barre à deux noeuds en acier

Élément poutre multifibre en béton

Noeuds internes

Noeuds externes

Élément barre à trois noeuds en acier

Élément barre à trois noeuds en acier

Deux éléments poutres multifibres en béton

Figure 5.9 – Configurations de construction d’éléments poutres enrichies.

Noeud d’acier

Configurations d’assemblages qui ne

nécessitent pas de condensation statique

Configurations d’assemblages qui

nécessitent une condensation statique

Plan moyen de la plaque en béton

Noeud de béton

Élément barre à deux noeuds en acier

Élément plaque en béton à

4 noeuds

Élément plaque multi-

couches en béton

Noeud interne

Deux éléments plaques

à trois noeuds chacun

Élément barre à trois noeuds en acier

Figure 5.10 – Configurations de construction d’éléments plaques enrichies.

Pe
inta =

∫ La

0

ε∗aσa(εa)SadL (5.60)
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Pe
intg =

∫ La

0

u∗
gτ (ug)PdL (5.61)

Pe
extb = u

∗
el

TFe
extb (5.62)

Pe
exta = u∗

el
TFe

exta (5.63)

avec :
• u∗

el : un champ virtuel de degrés de liberté de l’élément enrichi.
• Fe

intb : le vecteur de forces internes d’un élément de béton. Pour le cas particulier d’un
comportement élastique linéaire, Fe

intb est calculé selon l’équation (5.22) pour des
poutres en béton, et selon l’équation (5.56) pour des plaques en béton. Il convient de
souligner que ces équations donnent les composantes de ce vecteur de forces internes
associées aux degrés de liberté de béton. Les composantes associées aux degrés de
liberté d’acier sont nulles ;

• ε∗a : un champ de déformation virtuel de chaque barre d’acier de l’assemblage ;
• Sa : la section de chaque barre d’acier de l’assemblage ;
• σa(εa) : la contrainte de chaque barre d’acier qui dépend de sa déformation εa ;
• La : la longueur de chaque barre d’acier ;
• u∗

g : un champ virtuel de glissement acier-béton ;
• τ (ug) : la contrainte d’adhérence acier-béton qui dépend, selon la loi d’adhérence

utilisée, du glissement acier-béton ug ;
• P : le périmètre de chaque barre d’acier ;
• Fe

extb : le vecteur de forces externes de chaque élément de poutre/plaque en béton ;
• Fe

exta : le vecteur de forces externes de chaque élément barre en acier ;
Le champ de déformation des barres d’acier εa est exprimé, selon les propriétés de l’élé-

ment barre, en fonction du vecteur de degrés de liberté d’acier ua tel que :

εa = Baua (5.64)

de même :

ε∗a = Bau
∗
a (5.65)

Le glissement ug peut être exprimé en fonction des vecteurs de déplacement d’acier et de
béton ua et de ub en calculant la différence entre le déplacement d’acier et celui de béton,
au niveau des points de gauss des barres d’acier. Au final, il est possible définir le vecteur
de degrés de liberté uel de l’élément enrichi qui rassemble tous les degrés de liberté d’acier
(ua) et de béton (ua) et d’écrire l’équation (5.58) sous une forme plus condensée telle que :

u∗
el

TFe
i (uel) = u

∗
el

TFe (5.66)

Fe
i (uel) est le vecteur rassemblant toutes le forces internes (acier+béton+forces internes

dues au comportement d’interface acier-béton) de l’élément enrichi qui dépend du vecteur
de degrés de liberté uel. Fe est le vecteur de forces externes de l’élément enrichi.
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5.3.3 Condensation statique

Pour les choix d’assemblages présentant des noeuds internes et qui nécessitent donc une
condensation statique, on décrit uel tel que :

uel =

[
ue

ui

]
(5.67)

ue et ui désignent les degrés de liberté externes (de bord) et internes, respectivement.
La linéarisation de l’équation (5.66) donne :

kbaduel = dF
e
i (5.68)

kba étant la matrice de rigidité de l’élément enrichi. Le vecteur duel regroupe l’ensemble des
valeurs incrémentales des degrés de liberté totaux de l’élément enrichi (internes et externes).
dFe

i est un vecteur de valeurs incrémentales des forces résistantes de cet élément, tel que
dFe

i
T =

[
dfe dfi

]T . dfe représente les valeurs incrémentales des forces résistantes des
noeuds externes de l’élément enrichi. dfi représente pourtant les valeurs incrémentales de
forces résistantes des noeuds internes. À convergence, dfi est égal à zéro (équilibre interne).
Ainsi, l’équation (5.68) est exprimée sous une forme développée comme suit :[

kee kei

kie kii

] [
due

dui

]
=

[
dfe

0

]
(5.69)

La condensation statique fournit un lien entre les vecteurs incrémentaux due et dfe tel que :(
kee − keik

−1
ii kie

)
due = dfe (5.70)

Sous une forme plus condensée, l’équation (5.70) s’écrit comme suit :

kendue = dfe (5.71)

ken est la matrice de rigidité condensée de l’élément enrichi.
Similairement au principe de condensation statique appliqué aux macro-éléments du cha-

pitre 3, les assemblages d’éléments poutres et plaques enrichis nécessitant une condensation
statique impliquent l’utilisation d’un algorithme de Newton Raphson local (algorithme 4),
au niveau de chaque élément enrichi, complémentaire à l’algorithme global classique de ré-
solution au niveau de la structure étudiée. Au niveau de l’algorithme 4 local, convi est un
indicateur de convergence, et ki est un compteur d’itérations locales.

5.3.4 Élément enrichi avec une poutre Euler-Bernoulli

On présente ici un choix d’assemblage avec un élément poutre en béton d’une cinématique
de type Euler-Bernoulli assemblé à un élément barre à deux noeuds d’acier. L’élément d’acier
peut être excentré par rapport à la fibre moyenne de la poutre en béton.

5.3.4.1 Principe

La figure 5.11 illustre l’élément poutre enrichi. Il est définit avec deux noeuds possédant
chacun 4 degrés de liberté (3 degrés de liberté de béton et un degré de liberté de déplacement
longitudinal d’acier), comme le montre la figure 5.12.
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Algorithme 4 Algorithme de résolution local de l’élément enrichi
convi ← 0
ki ← 0
uT

el =
[
ue ui

]T . ue est donné par l’algorithme global de Newton Raphson (algorithme
de résolution classique). Il reste constant dans cet algorithme local. Une première estima-
tion de la valeur de ui est égale à sa valeur pour dernier pas de temps convergé
tant que convi =0 faire

Calcul de Fe
i (uel) et de kba

Calcul de fi = Fe
i i (partie de Fe

i au niveau des noeuds internes)
Calcul Rki = −fi
si Rki < tolrance alors
convi ← 1
Condensation statique : ken = kee − keik

−1
ii kie (voir équation (5.70)) et fe = Fe

i e

(partie de Fe
i au niveau des noeuds externes). ken et fe représentent la matrice de rigidité

et le vecteur de forces internes de l’élément enrichi renvoyés à l’algorithme global
sinon
uiki+1

= uiki
+ kii

−1Rki

ki ← ki + 1
fin si

fin tant que

0 𝑙

Poutre en béton

Barre d’acier

Fibre moyenne de la poutre en béton 

y

Contraintes d’adhérence acier-béton

Figure 5.11 – Illustration de la poutre Euler-Bernoulli enrichie.

1 2

𝑢1
𝑣1
𝜃1
𝑢𝑎1

𝑢2
𝑣2
𝜃2
𝑢𝑎2

0 𝑙

Figure 5.12 – Degrés de liberté de la poutre Euler-Bernoulli enrichie.

Le vecteur de degrés de liberté élémentaire uel de l’élément enrichi est défini selon l’équa-
tion (5.72) suivante :
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uel =



u1

v1
θ1
ua1

u2

v2
θ2
ua2


(5.72)

Les degrés de liberté d’un noeud de la poutre d’une position longitudinale x sont interpolés
via la matrice des fonctions de forme N comme suit :


u(x)
v(x)
θ(x)
ua(x)

 =


1− x

l 0 0 0 x
l 0 0 0

0 1− 3x2

l2
+ 2x3

l3
x− 2x2

l + x3

l2
0 0 3x2

l2
− 2x3

l3
−x2

l + x3

l2
0

0 −6x
l2

+ 6x2

l3
x− 2x2

l + x3

l2
0 0 6x

l2
− 6x2

l3
−2x

l + 3x2

l2
0

0 0 0 1− x
l 0 0 0 x

l


︸ ︷︷ ︸

N



u1
v1
θ1
ua1
u2
v2
θ2
ua2


︸ ︷︷ ︸

uel

(5.73)
L’interpolation du champ de déplacement d’acier est basée sur l’utilisation des fonctions

de forme d’un élément barre à deux noeuds qui relient ce champ ua(x) aux déplacements
nodaux d’acier ua1 et ua2. La déformation εa de l’acier est calculée en dérivant le champ de
déplacement ua(x) par rapport à x :

εa =
∂ua(x)

∂x
= Baua (5.74)

avec :
Ba =

[
−1

l
1
l

]
, ua =

[
ua1

ua2

]
(5.75)

et donc :
εa = Ba

[
0 0 0 1 0 0 0 1

]︸ ︷︷ ︸
a

uel = Baauel (5.76)

Étant donné que la théorie d’Euler-Bernoulli néglige les déformations de cisaillement, le
vecteur ε comportant les termes non nuls de déformations généralisées est calculé comme
suit :

ε =

[ du
dx
∂θ
∂x

]
=

∂N13

∂x
uel = Bpuel (5.77)

N13 est une matrice comportant la première et de la troisième ligne de la matrice d’in-
terpolation N . Pour un comportement élastique linéaire de la poutre en béton, la matrice
de rigidité ks de sa section est calculée telle que :

ks =

[
EbSb 0
0 EbIb

]
(5.78)
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Eb étant le module d’Young du béton, Sb la section de la poutre en béton, et Ib son
inertie.

5.3.4.2 Calcul du glissement acier-béton

Le glissement ug(x) est calculé tel que :

ug(x) = ua(x)− ub(x) (5.79)

Sachant que ub(x) représente le déplacement du béton au voisinage de la barre d’acier,
calculé selon la cinématique de la poutre (voir figure 5.1 et équation (5.1)). Donc :

ub(x) =
[
1 −y

]︸ ︷︷ ︸
as

[
1− x

l
0 0 0 x

l
0 0 0

0 −6x
l2
+ 6x2

l3
x− 2x2

l
+ x3

l2
0 0 6x

l2
− 6x2

l3
−2x

l
+ 3x2

l2
0

]
uel

(5.80)
y étant l’excentricité de la barre d’acier par rapport à la fibre moyenne de la poutre en béton.
Il en ressort que :

ug(x) = (N4 − asN13)uel (5.81)

N4 est la quatrième ligne de la matrice N .

5.3.4.3 Principe des puissances virtuelles

Le principe des puissances virtuelles tient compte du comportement de béton, d’acier, et
d’interface au sein de l’élément enrichi :

u∗
el

TFe
intb +

∫ La

0

ε∗aσa(εa)Sadx+

∫ La

0

u∗
gτ (ug)Pdx = u∗

el
TFe (5.82)

Fe
intb représente le vecteur de forces internes de la poutre en béton. La longueur La de la

barre d’acier est ici égale à la longueur l de la poutre.
Avec un comportement linéaire d’acier, la contrainte σa(εa) est égale à EaSa, Ea étant le

module d’Young de la barre d’acier et Sa sa section.
Ainsi, le principe des puissances virtuelles pour un comportement linéaire d’acier et de

béton s’exprime tel que :

u∗
el

T

∫ L

0

Bp
TksBp dxuel + u

∗
el

T

∫ L

0

aTBa
TEaSaBaa dxuel

+u∗
el

T

∫ L

0

(
N4

T − (asN13)
T
)
τ (ug)Pdx = u∗

el
TFe

(5.83)

Après simplification de l’équation (5.83) par le terme u∗
el

T , on décrit l’équilibre des forces
internes et externes de l’élément enrichi tel que :

Fe
i = Fe (5.84)

Le terme Fe
i rassemble les contributions des forces internes de la poutre de béton, celles de

la barre d’acier, et des forces internes issues du comportement d’adhérence acier-béton :
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Fe
i =

∫ L

0

Bp
TksBp dx︸ ︷︷ ︸

ke
b

uel+

∫ L

0

aTBa
TEaSaBaa dx︸ ︷︷ ︸

ke
a

uel+

∫ L

0

(
N4

T − (asN13)
T
)
τ (ug)Pdx

(5.85)
Lors de la résolution itérative aux éléments finis d’une structure maillée en totalité ou en
partie avec des éléments de poutre enrichies, le calcul de l’opérateur tangent d’un élément
enrichi consiste à dériver le vecteur Fe

i par rapport au vecteur de degrés de liberté uel :

∂Fe
i

∂uel

= ke
ba = ke

b + k
e
a + ke

r (5.86)

ke
b et ke

a représentent les matrices de rigidité de béton et d’acier, respectivement. ke
r est

la contribution du comportement d’interface dans le calcul de l’opérateur tangent ke
ba de

l’élément enrichi calculée comme suit :

ke
r =

∂

∂uel

(∫ L

0

(
N4

T − (asN13)
T
)
τ (ug)Pdx

)
(5.87)

donc :

ke
r =

∫ L

0

(
N4

T − (asN13)
T
) ∂τ (ug)

∂uel

Pdx (5.88)

Le calcul du terme ∂τ(ug)

∂uel
se fait tel que :

∂τ (ug)

∂ue

=
∂τ (ug)

∂ug︸ ︷︷ ︸
kint

∂ug

∂ue

= kint (N1 − asN13) (5.89)

kint étant la pente de la loi d’adhérence.

5.3.5 Élément enrichi avec deux poutres

Ce choix d’assemblage regroupe deux éléments poutres en béton et un élément barre
d’acier à trois noeuds. Les équations présentées sont applicables pour des cinématiques de
poutres Euler-Bernoulli et Timoshenko.

5.3.5.1 Principe

L’élément enrichi (deux éléments poutres en béton + un élément barre à 3 noeuds d’acier
+ des contraintes d’adhérence acier-béton) comporte deux noeuds externes (noeuds 1 et 2
de la figure 5.14) et un noeud interne (noeud i de la figure 5.14). Le vecteur des degrés de
liberté uel de l’élément enrichi est définit tel que :
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Élément poutre 1 en béton

Élément Barre d’acier à 3 noeuds

y

Contraintes d’adhérence acier-béton

Élément poutre 2 en béton

0 𝑙

𝑙

2

Figure 5.13 – Illustration de la configuration d’assemblage présentée avec deux éléments
poutres en béton et un élément barre à trois noeuds d’acier.

1 𝑖
𝑢1
𝑣1
𝜃1
𝑢𝑎1

𝑢𝑖
𝑣𝑖
𝜃𝑖
𝑢𝑎𝑖

2
𝑢2
𝑣2
𝜃2
𝑢𝑎2

Noeud externe Noeud interne Noeud externe

0

𝑙

2 𝑙

Figure 5.14 – Degrés de liberté de la configuration d’assemblage présentée avec deux élé-
ments poutres en béton et un élément barre à trois noeuds d’acier..

uel =



u1

v1
θ1
ua1

u2

v2
θ2
ua2

ui

vi
θi
uai



=

[
ue

ui

]
(5.90)

avec :

165

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



ue =



u1

v1
θ1
ua1

u2

v2
θ2
ua2


,ui =


ui

vi
θi
uai

 (5.91)

ue étant les degrés de liberté des deux noeuds externes, et ui ceux du noeud interne.

5.3.5.2 Calcul du glissement acier-béton

Le glissement ug(x) est calculé tel que :

ug(x) = ua(x)− ub(x) (5.92)

ua(x) représente le déplacement de l’acier pour une position longitudinale égale à x. Ce
déplacement d’acier est calculé tel que :

ua(x) =Na(x)

 ua1

uai

ua2

 =Na(x)

 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

a

uel (5.93)

Na(x) représente la matrice des fonctions d’interpolation d’un élément barre à trois noeuds.
ub(x) représente le déplacement du béton au voisinage de la barre d’acier pour une position
longitudinale égale à x. On propose deux méthodologies de calcul de ub(x) détaillées dans ce
qui suit.

5.3.5.2.1 Méthode 1 pour le calcul de ub(x)

Avec cette première méthode on calcul ub(x) comme suit :

ub(x) =
[
1 −y

]︸ ︷︷ ︸
as

[
ub0(x)
θ(x)

]
(5.94)

ub0(x) représente le déplacement longitudinal de béton pour une position longitudinale égale
à x, et une excentricité nulle par rapport à la fibre moyenne de la poutre en béton correspon-
dante. θ(x) représente la rotation de la section de cette poutre pour la position longitudinale
égale à x.

ub0(x) et θ(x) sont calculés en fonction des degrés de liberté nodaux des poutres selon
leurs fonctions de forme. Si 0 ≤ x < l

2
, les degrés de liberté nodaux et les fonctions de forme

de la poutre 1 sont considérés. Pour l
2
≤ x < l, les degrés de liberté nodaux et les fonctions

de forme de la poutre 2 sont considérés (voir figure 5.13 qui illustre les deux poutres 1 et 2).
La méthode 1 nécessite d’identifier à quelle poutre appartient le noeud pour lequel le

glissement est calculé. Une seconde méthode, appelée méthode 2, est donc proposée. La
méthode 2 ne nécessite pas cette étape d’identification.
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5.3.5.2.2 Méthode 2 pour le calcul de ub(x)

Afin de calculer le déplacement ub(x) de béton, on calcul tout d’abord un vecteur uf qui
représente les déplacements de béton au niveau de la barre acier (excentricité y par rapport
à la fibre moyenne de béton) pour les positions longitudinales des points nodaux, tel que :

uf =

 1 −y 0 0 0 0
0 0 1 −y 0 0
0 0 0 0 1 −y




u1

θ1
u2

θ2
ui

θi

 (5.95)

donc :

uf =

 1 0 −y 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 −y 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −y 0


︸ ︷︷ ︸

b

uel (5.96)

ub(x) est ensuite déduit selon une interpolation du champ de déplacement de béton au
niveau de l’acier. Cette interpolation utilise les valeurs du vecteur uf qui est un vecteur à
trois composantes. On peut donc faire le choix d’utiliser les fonctions de forme Na(x) d’un
élément barre à trois noeuds et de dire que :

ub(x) =Na(x)uf =Na(x)buel (5.97)

d’où :
ug(x) =Na(x)auel −Na(x)buel =Na(x)(a− b)uel (5.98)

5.3.5.3 Principe des puissances virtuelles

Le principe des puissances virtuelles tient compte du comportement des deux poutres en
béton, de la barre à trois noeuds d’acier, et du comportement d’interface acier-béton :

uel
∗T

2

A
e=1

Fe
intb +

∫ l

0

ε∗aσa(εa)Sadx+

∫ l

0

u∗
gτ (ug)Pdx = uel

∗TFe (5.99)

Les forces internes Fe
intb des deux poutres de béton dépendent de la formulation de ces

poutres pouvant être, à titre d’exemple, des poutres élastiques avec des cinématiques de type
Euler-Bernoulli ou Timoshenko ou des poutres multifibres.

Le vecteur de forces externes Fe rassemble l’ensemble des efforts (et moments) appli-
qués au noeuds externes de l’élément enrichi. En remplaçant les vecteurs ε∗a et u∗

g par leurs
expressions en fonction de uel , on peut exprimer le principe des puissances virtuelles tel
que :

uel
∗T

2

A
e=1

Fe
intb + uel

∗T
∫ l

0

aTBT
a σa(εa)Sadx+ u∗T

el

∫ l

0

(a− b)TNa(x)
T τ (ug)Pdx = uel

∗TFe

(5.100)
ce qui donne :
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2

A
e=1

Fe
intb +

∫ l

0

aTBT
a σa(εa)Sadx+

∫ l

0

(a− b)TNa(x)
T τ (ug)Pdx = Fe (5.101)

Ba étant la dérivée de la matrice Na par rapport à la position longitudinale x.
Il est à noter ici que la méthode 2 pour le calcul de ub(x) (et par la suite le calcul de ug(x))

est utilisée. Si on utilise la méthode 1, il va falloir diviser le calcul de l’intégral
∫ l

0
u∗
gτ (ug)Pdx

en deux parties : une intégration pour 0 ≤ x < l
2
, et une intégration pour l

2
≤ x < l (voir

paragraphes 5.3.5.2.1 et 5.3.5.2.2).
L’équation (5.101) exprime l’égalité des forces internes Fi et externes Fe de l’élément

enrichi avec :

Fe
i =

2

A
e=1

Fe
intb +

∫ l

0

aTBT
a σa(εa)Sadx+

∫ l

0

(a− b)TNa(x)
T τ (ug)Pdx (5.102)

L’opérateur tangent kba de l’élément enrichi est calculé lors de la résolution itérative en
dérivant le vecteur Fe

i par rapport au vecteur des degrés de liberté uel.

∂Fe
i

∂uel

= ke
ba =

2

A
e=1
ke
b + k

e
a +

∂

∂uel

(∫ L

0

(a− b)TNa(x)
T τ (ug)Pdx

)
(5.103)

donc :

ke
ba =

2

A
e=1
ke
b + k

e
a +

∫ L

0

(a− b)TNa(x)
T ∂τ (ug)

∂uel

Pdx (5.104)

Les matrice tangente des poutre en béton ke
b sont assemblées afin de créer la partie

de la matrice tangente ke
ba due au comportement de béton. ke

a est la matrice tangente du
comportement de la barre d’acier. ∂τ(ug)

∂uel
est calculé tel que :

∂τ (ug)

∂ue

=
∂τ (ug)

∂ug︸ ︷︷ ︸
kint

∂ug

∂ue

= kintNa(x)(a− b) (5.105)

kint étant la pente de la loi d’adhérence. On suppose ici que cette loi d’adhérence est diffé-
rentiable sur son domaine de définition.

Étant donné que le choix d’assembler deux poutres en béton et un élément barre d’acier
à trois noeuds comporte un noeud interne, une condensation statique est appliquée lors de
la résolution. Un algorithme local (voir algorithme 4) complémentaire à l’algorithme global
de résolution est accordé à cet élément enrichi.

L’avantage du choix d’assemblage de deux poutres et un élément barre à trois noeuds
d’acier par rapport au choix rassemblant un élément poutre et un élément barre à deux
noeuds d’acier réside dans la discrétisation interne au niveau de l’élément enrichi, permettant
de créer un maillage plus grossier à l’échelle de la structure. De plus, les fonctions de forme
d’un élément barre à trois noeuds étant non linéaires, ce choix d’assemblage permet d’avoir
une meilleure interpolation du champ de glissement acier-béton.
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5.3.6 Élément plaque enrichie

Le choix de plaque enrichie présenté ici assemble un élément plaque en béton à huit
noeuds et deux éléments barres d’acier à deux noeuds chacun, tout en tenant compte du
comportement d’adhérence acier-béton.

5.3.6.1 Principe

L’idée est d’assembler un élément plaque à 8 nœuds (noté QUA8) avec deux éléments
barres à deux nœuds (un élément barre à deux noeuds est noté SEG2) et avec les contraintes
d’adhérence entre les SEG2 et le QUA8.

Une plaque QUA8 classique est enrichie avec 4 degrés de liberté supplémentaires : les
déplacements longitudinaux des nœuds 9, 10, 11, et 12 (voir figure 5.15) des barres d’acier.

1
2 3

4

567

8

9 10

11

12

Deux éléments barres à deux noeuds

Plaque enrichie = assemblage de :

• Un QUA8.

• Barre SEG2 selon   .      

• Barre SEG2 selon   .

• Contraines d’adhérence entre la 

barre selon   et le béton. 

• Contraines d’adhérence entre la 

barre selon et le béton.

Figure 5.15 – Plaque enrichie.
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Pour un élément enrichi le vecteur de degrés de liberté élémentaire est le suivant :

uel =



u1

v1
w1

θx1
θy1
θz1
u2

v2
w2

θx2
θy2
θz2
...
u9

u10

u11

u12



=

 uplaque

uacierx

uaciery

 (5.106)

avec :
uacierx =

[
u9

u10

]
, uaciery =

[
u11

u12

]
(5.107)

Pour les degrés de liberté classiques de la plaque on a :

up = Nplaque uplaque (5.108)

Nplaque est la matrice des fonctions de forme de la plaque discrétisée en QUA8 standards.
up est le vecteur de degrés de liberté classiques d’un point p qui appartient à un élément
plaque (trois déplacements et trois rotations).

On peut calculer uax (le déplacement longitudinal d’un nœud d’acier qui appartient à la
barre d’acier selon x ) comme suit :

uax = Nacierx uacierx (5.109)

Pareil, on calcule uay (le déplacement longitudinal d’un nœud d’acier qui appartient à la
barre d’acier selon y) :

uay = Naciery uaciery (5.110)

ax et ay sont deux points qui appartiennent aux barres d’acier selon x et selon y, respecti-
vement (voir figure 5.15) et qui ne coïncident pas forcément avec les noeuds de ces barres.
Nacierx et Naciery sont les matrice des fonctions d’interpolation des éléments barres à deux
nœuds d’acier, avec :

Nacierx =
[

1−x
Lx

x
Lx

]
pour 0 ≤ x ≤ Lx (5.111)

et :
Naciery =

[
1−y
Ly

y
Ly

]
pour 0 ≤ y ≤ Ly (5.112)
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5.3.6.2 Calcul du glissement acier-béton

On peut calculer séparément les glissements des deux barres selon x et selon y par rapport
au béton (déplacement relatif longitudinal entre l’acier et le béton).

Pour la barre x (selon x), le glissement correspond au déplacement longitudinal (selon x)
d’acier moins celui du béton dans la même direction :

ugx = uax − ubx (5.113)

Pour le calcul de uax, on le fait avec l’équation (5.109). Pour ubx :

ubx =
[
1 0 0 0 zax 0

]
Nplaqueuplaque (5.114)

zax est l’excentrement de la barre x selon z par rapport au plan médian de la plaque (voir
figure 5.16).

Plan moyen de la plaque

Figure 5.16 – Excentrements des barres d’acier par rapport au plan moyen de la plaque de
béton.

Afin d’exprimer uax en fonction de uel, on définit une matrice Ix tel que uacierx = Ixuel

avec :

Ix =

[
0 0 . . . 0 1 0 0 0

︸ ︷︷ ︸
02×48

0 0 . . . 0 0 1 0 0

]
(5.115)

02×48 étant une matrice nulle (2 lignes et 48 colonnes). Donc :

uax = Nacierx Ixuel (5.116)

On définit également une matrice Ic tel que uplaque = Icuel :

Ic =
[
Id48×48 048×4

]
(5.117)

Id48×48 est la matrice identité (48 lignes et 48 colonnes). 048×4 est une matrice nulle (48
lignes et 4 colonnes). donc :

ubx =
[
1 0 0 0 zax

]
Nplaque Icuel = axNplaque Icuel (5.118)
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Finalement on a :

ugx = uax − ubx = Nacier Ixuel − axNplaque Icuel = (NacierIx − axNplaqueIc)uel (5.119)

Pour la barre selon y, la même démarche est effectuée :

ugy = uay − uby = Nacier Iyuel − ayNplaque Icuel = (NacierIy − ayNplaqueIc)uel (5.120)

tel que :

Iy =

[
0 0 . . . 0 0 0 1 0

︸ ︷︷ ︸
02×48

0 0 . . . 0 0 0 0 1

]
(5.121)

et :
ay =

[
0 1 0 −zay 0

]
(5.122)

5.3.6.3 Principe des puissances virtuelles

Le calcul des déformations εax et εay des barres d’acier selon x et selon y se fait tel que :

εax =
duax

dx
= Bacierx uacierx = Bacierx Ixuel (5.123)

et :
εay =

duay

dx
= Baciery uacierx = Baciery Iyuel (5.124)

avec :
Bacierx =

∂Nacierx

∂x
=
[ −1

Lx

1
Lx

]
(5.125)

et :
Baciery =

∂Naciery

∂y
=
[

−1
Ly

1
Ly

]
(5.126)

Le vecteur de déformations généralisées ε de la plaque en béton est calculé comme suit :

ε = Buplaque = BIcuel (5.127)

B est la matrice des dérivées des fonctions de forme de la plaque en béton (exprimées dans
Nplaque). Finalement, on exprime ε en fonction de uel tel que :

ε = Bpuel (5.128)

avec :
Bp = BIc (5.129)

Le principe des puissances virtuelles appliqué à un seul élément fini plaque enrichie Ωe est
exprimé comme suit :

u∗
el

TFe
intb +

∫ Lx

0

ε∗axσax(εax)εaxdx+

∫ Ly

0

ε∗ayσay(εay)εaydy

+

∫ Lx

0

u∗
gxτ (ugx)Pxdx+

∫ Ly

0

u∗
gyτ (ugy)Pydy = uel

∗TFe

(5.130)
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Fe
intb est le vecteur de forces internes de la plaque en béton. ε∗ax et ε∗ay sont deux champs

virtuels de déformation des barres d’acier x et y. u∗
gx et u∗

gy sont deux champs virtuels de
glissement des barres x et y, par rapport au béton. Py et Px sont les périmètres de ces barres.
Fe est le vecteur de forces externes de l’élément enrichi.

Avec des comportements linéaires d’acier et de béton on peut dire que :

u∗
el

T

∫
Ωe

Bp
TDBpdΩeuel +

∫ Lx

0

ε∗axEaxSaxεaxdx+

∫ Ly

0

ε∗ayEaySayεaydy

+

∫ Lx

0

u∗
gxτ (ugx)Pxdx+

∫ Ly

0

u∗
gyτ (ugy)Pydy = u∗

el
TFe

(5.131)

D est la matrice qui relie le vecteur de forces généralisées de la plaque en béton à son
vecteur de déformations généralisées (voir équation (5.43)). Eax et Eay représentent les mo-
dules d’Young des barres d’acier x et y. Sax et Say sont les sections de ces barres. D’une
manière un peu plus détaillée, l’équation (5.131) peut être exprimée tel que :

u∗T
el

∫
Ωe

Bp
TDBpdΩeuel + u

∗T
el

∫ Lx

0

Ix
TBT

acierx EaSaBacierx Ixueldx

+u∗T
el

∫ Ly

0

Iy
TBT

aciery EaSaBaciery Iyueldy

+u∗T
el

∫ Lx

0

[Nacierx Ix − axNplaque Ic]
T τ ((Nacierx Ix − axNplaque Ic)uel)Pxdx

+u∗T
el

∫ Lx

0

[Naciery Iy − ayNplaque Ic]
T τ ((NacieryIy − ayNplaque Ic)uel)Pydx

=u∗T
el Fe

(5.132)

On peut simplifier l’équation (5.132) par u∗
el

T pour établir l’équilibre entre les forces
internes et les forces externes tel que :

Fe
i = Fe (5.133)

Fe
i représente l’ensemble des forces internes de l’élément enrichi :

Fe
i =

∫
Ωe

Bp
TDBpdΩeuel +

∫ Lx

0

Ix
TBT

acierx EaSaBacierx Ixueldx

+

∫ Ly

0

Iy
TBT

aciery EaSaBaciery Iyueldy

+

∫ Lx

0

[Nacierx Ix − axNplaque Ic]
T τ ((Nacierx Ix − axNplaque Ic)uel)Pxdx

+

∫ Lx

0

[Naciery Iy − ayNplaque Ic]
T τ ((Naciery Iy − ayNplaque Ic)uel)Pydy

(5.134)

Le calcul de Fe
i consiste à sommer les valeurs de cinq termes tel que :

Fe
i = I1 + I2 + I3 + I4 + I5 (5.135)
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avec :

I1 =

∫
Ωe

BT
pDBpdΩeuel

I2 =

∫ Lx

0

ITxB
T
acierx EaSaBacierx Ixueldx

I3 =

∫ Ly

0

ITyB
T
aciery EaSaBaciery Iyueldy

I4 =

∫ Lx

0

[Nacierx Ix − axNplaque Ic]
T τ ((Nacierx Ix − axNplaque Ic)uel)Pxdx

I5 =

∫ Lx

0

[Naciery Iy − ayNplaque Ic]
T τ ((Naciery Iy − ayNplaque Ic)uel)Pydy

(5.136)

I1 représente la contribution du comportement de la plaque en béton dans le calcul de Fe
i . I2

et I3 représentent les contributions des comportements des deux barres d’acier x et y. I4 et
I5 représentent les contributions dues au comportement d’interface des deux barres d’acier
avec le béton. Le calcul de l’opérateur tangent consiste à dériver le vecteur Fe

i par rapport
au vecteur de degrée de liberté uel tel que :

∂I1
∂uel

=

∫
Ωe

BTDBdΩe

∂I2
∂uel

=

∫ Lx

0

ITxB
T
acierx EaSaBacierx Ixdx

∂I3
∂uel

=

∫ Ly

0

ITyB
T
aciery EaSaBaciery Iydy

∂I4
∂uel

=

∫ Lx

0

[Nacierx Ix − axNplaque Ic]
T ∂τ (ugx)

∂uel

Pxdx

∂I5
∂uel

=

∫ Ly

0

[Naciery Iy − ayNplaque Ic]
T ∂τ (ugy)

∂uel

Pydy

(5.137)

sachant que :

∂τ (ugx)

∂uel

=
∂τ (ugx)

∂ugx

∂ugx

∂uel

=
∂τ (ugx)

∂ugx

(Nacier Ix − axNplaque Ic) (5.138)

∂τ(ugx)

∂ugx
est l’opérateur tangent de la loi d’adhérence qui relie la barre d’acier x au béton. De

même :
∂τ (ugy)

∂uel

=
∂τ (ugy)

∂ugy

∂ugy

∂uel

=
∂τ (ugy)

∂ugy

(Nacier Iy − ayNplaque Ic) (5.139)

∂τ(ugy)

∂ugy
est l’opérateur tangent de la loi d’adhérence qui relie la barre d’acier y au béton.

Finalement, on calcule l’opérateur tangent de l’élément enrichi ∂Fe
i

∂uel
tel que :

∂Fe
i

∂uel

=
∂I1
∂uel

+
∂I2
∂uel

+
∂I3
∂uel

+
∂I4
∂uel

+
∂I5
∂uel

+
∂I1
∂uel

(5.140)

La formulation de plaque enrichie est présentée ici avec un élément plaque QUA8 en
béton et deux éléments SEG2 en acier. L’enrichissement permet pourtant de superposer
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des contributions d’éléments finis d’acier et de béton, et notamment l’effet du glissement.
Ainsi, la même démarche peut être effectuée avec des plaques multicouches et des éléments
non linéaires d’acier, permettant de représenter des formes complexes du renforcement (des
poutres courbées par exemple), sans rien changer à la structuration multi-échelle de l’ap-
proche d’enrichissement.

5.4 Exemples de validation
Dans ce sous-chapitre, des exemples de validation des formulations de poutres et de

plaques enrichies sont présentés.

5.4.1 Validation de l’approche de plaque enrichie

Deux tests de validation du comportement membranaire et hors plan de la formulation
de plaque enrichie sont étudiés.

5.4.1.1 Test unitaire de comportement membranaire de l’élément plaque enri-
chie

On étudie dans ce test le comportement membranaire d’un élément plaque enrichi com-
portant : un QUA8 en béton, et une barre d’acier à deux noeuds dans la direction de l’axe
des x. Les contraintes d’adhérence entre cette barre d’acier et le béton sont également pris
en compte au sein de l’élément enrichi.

Une plaque carrée en béton d’une section de 10 × 10 m2 est considérée. Cette plaque
est d’une épaisseur de 0.25 m. La barre d’acier est dans le plan médian de la plaque (on
s’intéresse ici au comportement membranaire). C’est une barre d’acier d’un diamètre égal à
16 mm.

5.4.1.1.1 Propriétés des matériaux
Un comportement linéaire est associé à l’acier et au béton, avec les propriétés du tableau

5.1.

Paramètre Description Valeur Unité
Ec Module d’Young du béton 30 GPa
Es Module d’Young de l’acier 210 GPa
νc Coefficient de poisson du béton 0.22 -

Tableau 5.1 – Paramètres d’acier et de béton du test membranaire de plaque enrichie.

5.4.1.1.2 Maillage
Le maillage est constitué d’un seul élément enrichi. Les conditions aux limites décrites

dans la figure 5.17 sont appliquées.
Dans ce test, une traction est appliquée sur le bord de la barre d’acier. Une loi d’adhérence

acier-béton linéaire est considérée.
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Figure 5.17 – Conditions aux limites de la plaque enrichie.

5.4.1.1.3 Résultats
On mène une étude paramétrique sur la variation de raideur de cette loi, dans le but

d’observer l’incidence de sa valeur sur la déformation de la plaque. Il s’agit d’un essai qua-
litatif, permettant de tester si la barre d’acier est susceptible d’entraîner avec elle le béton
environnant.
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Figure 5.18 – Déformée de la plaque enrichie pour une raideur de la loi linéaire d’adhérence
= 105 (a), 1010 (b), 1020 (c) Pa/m.

5.4.1.1.4 Discussion
Les déformations observées dans la figure 5.18 se révèlent cohérentes. En effet, une aug-

mentation de la pente de la loi d’adhérence induit une diminution du glissement de l’acier
par rapport au béton, réduisant ainsi le déplacement relatif entre les deux matériaux. Par
conséquent, en imposant un déplacement au bord de l’acier, une augmentation de la pente
de la loi d’adhérence favorise un entraînement accru du béton par l’acier (un glissement plus
petit).

5.4.1.2 Exemple de plaque bi-appuyée : validation du comportement hors plan
de l’élément plaque enrichi

On étudie dans ce test le comportement en flexion d’une plaque enrichie avec des barres
d’acier dans les directions x et y (voir figure 5.19). La plaque possède une épaisseur de 0.2
m. Toutes les barres sont excentrées selon z vers le bas (par rapport au plan moyen de la
plaque en béton) d’une distance de 0.05 m et ont un diamètre de 16 mm.
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5.4.1.2.1 Propriétés des matériaux
Un comportement linéaire est associé à l’acier et au béton, avec les paramètres du tableau

5.2.

Paramètre Description Valeur Unité
Eb Module d’Young du béton 30 GPa
Ea Module d’Young de l’acier 210 GPa
νb Coefficient de poisson du béton 0.2 -

Tableau 5.2 – Paramètres d’acier et de béton du test de plaque bi-appuyée.

La loi d’adhérence nonlinéaire acier-béton de [Murcia-Delso et al., 2011] est utilisée, avec
les paramètres du tableau 5.3.

Paramètre Valeur Unité
τ1 10 MPa
g1 1 mm
g3 8 mm

Tableau 5.3 – Paramètres de la loi d’adhérence utilisés pour le test de plaque bi-appuyée.

5.4.1.2.2 Maillage
Le maillage considéré est constitué de 10×10 éléments plaques enrichies, chaque élément

enrichi étant constitué d’un QUA8 et de deux éléments barres d’acier selon x et y, à deux
noeuds chacun, avec une modélisation du comportement d’adhérence acier-béton. La plaque

0.5 m

0.5 m

Barres d’acier

∙

Figure 5.19 – Maillage de la plaque bi-appuyée.

est simplement appuyée (selon z) au niveau de ses 4 bords. Un déplacement selon z (vers le
bas) est imposé au point central de la plaque.

5.4.1.2.3 Résultats
La figure 5.20 montre la courbe de réaction. La figure 5.21 illustre la déformée du plan

moyen de la plaque.
La figure 5.22 montre les glissements des barres d’acier x et y par rapport au béton, pour

les différents pas de temps de la résolution.
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Figure 5.22 – Glissements selon x (a) et selon y (b).
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5.4.1.2.4 Discussion
Les glissements sont identiques selon x et y, et sont symétriques. Cette observation s’avère

logique et cohérente avec le type de résultats attendus, vu que les conditions aux limites de
géométrie et de chargement sont symétriques. Ce test valide le comportement hors plan de
la plaque enrichie avec des barres d’acier pouvant glisser, dans les deux directions du plan
de la plaque, par rapport au béton.

5.4.2 Validation de l’approche de poutre enrichie

L’approche de poutre enrichie est utilisée pour modéliser l’essai de pull-out de [Torre-
Casanova, 2012] précédemment modélisé dans les chapitres 3 (sous-chapitre 3.7) et 4 (sous-
chapitre 4.6) de ce mémoire, avec différentes techniques de modélisation.

5.4.2.0.1 Propriétés des matériaux
Des comportements linéaires d’acier et de béton, et la loi nonlinéaire d’adhérence acier-

béton de [Murcia-Delso et al., 2011] sont considérés (paramètres du tableau 3.2 du chapitre
3).

5.4.2.0.2 Maillage
Le maillage choisi et le conditions aux limites sont illustrés dans la figure 5.23.

1 2 3 4 5 6

Déplacement longitudinal d’acier imposé

Degrés de liberté de déplacement selon

et de rotation bloqués

Degrés de liberté de déplacement selon et

Les déplacements longutinaux (selon )

d’acier et de béton sont libres

7

et de rotation bloqués (degrés de liberté de la
section de béton)

Figure 5.23 – Exemple de pull-out 1D étudié avec des éléments poutres enrichies.

Deux types d’éléments finis enrichis sont choisis pour étudier cet exemple de pull-out :
• un premier type d’éléments finis constitué, pour chaque élément, d’un assemblage d’un

élément poutre Euler-Bernoulli pour représenter la section de béton, et d’un élément
barre à deux noeuds pour représenter la barre d’acier ayant une excentricité nulle par
rapport à la fibre moyenne de la poutre en béton. À cet assemblage est ajoutée la
contribution des contraintes d’adhérence acier-béton. Avec cet type d’éléments finis,
6 éléments sont utilisés pour construire la géométrie de pull-out ;

• un deuxième type d’éléments finis constitué, pour chaque élément, d’un assemblage
de deux éléments poutres Euler-Bernoulli pour représenter la section de béton, et
d’un élément barre à trois noeuds pour représenter la barre d’acier. À cet assemblage
est ajoutée la contribution des contraintes d’adhérence acier-béton. Une condensation
statique est réalisée au sein de chaque élément enrichi afin de décrire l’évolution des
degrés de liberté de ses noeuds de bord en fonction de l’évolution des degrés de liberté
internes (déplacements et rotation de béton et déplacement longitudinal d’acier au

179

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



niveau du noeud central). Avec cet type d’éléments finis, 3 éléments sont utilisés pour
construire la géométrie de pull-out.

5.4.2.0.3 Résultats
La figure 5.24 illustre la courbe de réaction, avec un chargement monotone de déplacement

imposé. Les déplacements des noeuds d’acier et de béton pour les différents pas de temps
sont illustrés dans la figure 5.25.
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Figure 5.24 – Courbe de réaction.
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Figure 5.25 – Déplacements de béton (a) et d’acier (b) en fonction de la position longitu-
dinale, pour les différents pas de temps.

Les résultats de la figure 5.25 correspondent à ceux de la figure 3.14 du chapitre 3 pour
la même simulation de pull-out, à une valeur de 5% près.

Un calcul cyclique est également réalisé. Le chemin de déplacement imposé choisi et la
courbe de réaction correspondante sont illustrés dans la figure 5.26.
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Figure 5.26 – Déplacement imposé cyclique (a) et courbe de réaction correspondante (b).

5.4.2.0.4 Discussion
Il convient de souligner que les modélisations avec les deux types d’éléments finis four-

nissent les mêmes résultats. Pour la modélisation avec un élément enrichi composé de deux
poutres de béton et d’un élément barre à trois noeuds d’acier, les deux méthodes 1 et 2
d’interpolation du glissement (voir paragraphes 5.3.5.2.1 et 5.3.5.2.2) sont testées, donnant
les mêmes résultats. Pourtant, l’utilisation des éléments poutres enrichies constituées d’un
assemblage de 2 poutres Euler-Bernoulli, d’un élément barre à trois noeuds d’acier, et de
contributions de contraintes d’adhérence acier-béton, mets en valeur l’aspect polyvalent de
la philosophie de poutre et de plaques enrichies proposée dans ce travail de thèse. De plus,
utiliser des barres d’acier à trois noeuds permet en général d’avoir une meilleure interpolation
du champ de glissement acier-béton étant donné qu’elles possèdent des fonctions de forme
non linéaires, et donc d’ordre supérieur par rapport à des barres à deux noeuds. En outre, la
condensation statique peut potentiellement accélérer le calcul global étant donné qu’elle in-
troduit des itérations de résolution locales. Cela peut potentiellement être intéressant lorsque
les éléments poutres enrichies sont utilisées pour modéliser une structure à grande échelle
où le coût de calcul des itérations locales devient relativement moins coûteux que celui des
itérations globales. Pourtant, cet aspect n’est pas regardé en détails dans ce travail de thèse.

5.4.3 Validation et comparaison des approches de poutres et de
plaques enrichies

Des géométries de poutres en flexion sont modélisées, avec des éléments poutres et plaques
enrichies.

5.4.3.1 Exemple de poutre console

Il s’agit de modéliser une poutre console avec des éléments poutres et plaques enrichies.
La poutre console étudiée est d’une section de 0.1× 0.1 m2. Une barre d’acier longitudinale
inférieure, d’un diamètre de 14 mm, est excentrée d’une distance de 0.03 m par rapport à la
fibre moyenne de la poutre en béton (voir figure 5.27).

181

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



1m

Ԧ𝐹

ℎ = 0.1m

0.02m
Acier

Béton
𝑑 = 0.08m

𝑏 = 0.1m

Figure 5.27 – Poutre console étudiée.

5.4.3.1.1 Propriétés des matériaux
Des comportements linéaires sont accordés à l’acier et au béton, avec les propriétés du

tableau 5.4.

Paramètre Description Valeur Unité
Eb Module d’Young du béton 30 GPa
Ea Module d’Young de l’acier 210 GPa
νb Coefficient de poisson du béton 0.22 -

Tableau 5.4 – Paramètres de l’exemple de poutre console.

5.4.3.1.2 Maillages
Le maillage du plan moyen de la plaque de béton et les conditions aux limites qui lui sont

appliquées sont illustrés dans la figure 5.28. La ligne L2 de cette figure comporte trois noeuds.
Un tiers de la forces imposée totale F est imposé au niveau ce chacun de ces 3 noeuds. La
force F est égale à 104 N. Pour la modélisation avec des poutres enrichies, le maillage et les
conditions aux limites de la figure 5.29 sont considérés.

: Déplacement bloqué selon toutes les directions

: Force imposée selon

L1

L2

L1

L2

Contour du maillage

Plan moyen

Pa

Barre d’acier

Pa : Déplacement longitudinal bloqué

50 éléments plaques enrichies

Figure 5.28 – Maillage et conditions aux limites : modèle de plaque enrichie.

Deux calculs sont réalisés : un avec une section de 10−9 m2 associée à la barre d’acier
(valeur jugée suffisamment négligeable pour supposer qu’on modélise une poutre en béton ;
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Figure 5.29 – Maillage et conditions aux limites : modèle de poutre enrichie.

l’inversion de la matrice de rigidité de l’élément enrichi implique une division par cette sec-
tion d’acier qu’on ne suppose pas égale à zéro étant donné qu’on est incapable de diviser
numériquement par un zéro), et un deuxième calcul avec une barre d’acier de 14 mm de
diamètre et une loi d’adhérence linéaire acier-béton d’une pente de 1020 Pa/m (valeur jugée
suffisamment importante pour pouvoir supposer qu’on modélise un comportement d’adhé-
rence parfaite ; on associe une grande valeur à cette rigidité de la loi d’adhérence étant
donné qu’on est incapable de définir numériquement une rigidité infinie pour représenter une
adhérence parfaite).

5.4.3.1.3 Résultats
Les résultats des deux calculs sont comparés à un résultat d’un calcul analytique. Le

calcul analytique est détaillé dans l’annexe D de ce travail.
Les tableaux 5.5 et 5.6 comparent les valeurs de flèche pour les calculs numériques et

analytiques.

Configuration de calcul Flèche sans acier Écart versus solution analytique
Plaque Mindlin-Reissner enrichie 0.01439 m 1.09774 ×10−4 m
Poutre Euler-Bernoulli enrichie 0.01428 m 3.24365 ×10−7 m
Poutre Timoshenko enrichie 0.01438 m 1.01559 ×10−4 m
Calcul analytique 0.01428 m -

Tableau 5.5 – Comparaison des résultats des calculs numérique et analytique-poutre en
béton.

Configuration de calcul Flèche avec acier Écart versus solution analytique
Plaque Mindlin-Reissner enrichie 0.01298 m 7.49569 ×10−5 m
Poutre Euler-Bernoulli enrichie 0.01285 m 5.69313 ×10−5 m
Poutre Timoshenko enrichie 0.01295 m 4.60484 ×10−5 m
Calcul analytique 0.0129 m -

Tableau 5.6 – Comparaison des résultats des calculs numérique et analytique-poutre en
béton armé.

183

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



5.4.3.1.4 Discussion
Les résultats du tableau 5.5 issus des différents modèles sont jugés être représentatifs de

la solution analytique. Ces résultats valident donc le comportement de flexion de l’approche
de poutre enrichie, et le comportement hors plan de l’approche de plaque enrichie. La faible
différence des résultats issus des différents modèles provient de la différence de l’ordre et des
expressions des fonctions de forme associées.

Il est à noter que les résultats numériques dépendent toutefois de la finesse de la discrétisat-
ion, de la pente à accorder à la loi d’interface représentant l’adhérence parfaite (supposée
égale à 1020 Pa/m), et de la faible valeur accordée à la section de l’acier pour représenter
une poutre en béton (supposée égale à 10−9 m2).

5.4.3.2 Flexion trois points - acier non ancré

Dans cet exemple, on étudie le comportement d’une poutre en flexion 3 points ayant une
section de béton de 0.1× 0.1 m2. Cette poutre comporte une barre d’acier dans la direction
longitudinale avec un diamètre de 14 mm. Cette barre est au milieu de la poutre selon la
direction de sa largeur, et elle est excentrée vers le bas d’une distance de 0.0375 m selon la
direction de sa hauteur. Une loi d’adhérence acier-béton non linéaire est adoptée. Ce calcul
est réalisé avec 3 approches de modélisation différentes, le but étant de comparer les différents
résultats :

• une modélisation 3D (la moitié de la géométrie de poutre est modélisée, avec des
conditions de symétrie) en utilisant le modèle de macro-élément pour prendre en
compte le comportement d’interface ;

• une modélisation avec des éléments poutres Timoshenko enrichies ;
• une modélisation avec des éléments plaques Mindlin-Reissner QUA8 enrichis.

5.4.3.2.1 Propriétés des matériaux
Un comportement linéaire d’acier et de béton est considéré, avec les paramètres du ta-

bleau 5.7.

Paramètre Description Valeur Unité
Eb Module d’Young du béton 28 GPa
Ea Module d’Young de l’acier 200 GPa
νb Coefficient de poisson du béton 0.22 -

Tableau 5.7 – Paramètres de le test de poutre en flexion.

La loi d’interface de [Murcia-Delso et al., 2011] pilote le comportement d’adhérence acier-
béton, avec les paramètres du tableau 5.8.

Paramètre Valeur Unité
τ1 12.6 MPa
g1 1 mm
g3 8 mm

Tableau 5.8 – Paramètres de la loi d’adhérence utilisés pour le test de poutre en flexion.
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5.4.3.2.2 Maillages
Les figures 5.30, 5.31, et 5.32 montrent les maillages et les conditions aux limites utilisés

pour les trois types de modélisation.

Noeud 1

Degrés de liberté de

déplacement selon et

Degré de liberté de
déplacement selon (de

béton) bloqués

Noeud 51Noeud 25

Déplacement imposé

selon

50 éléments poutres enrichies

∙

(de béton) bloqués

Figure 5.30 – Conditions aux limites de l’essai de flexion 3 points modélisé avec des éléments
poutres enrichies.

Plan median de la plaque

Déplacement imposé selon  

Déplacement bloqué selon et 
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Figure 5.31 – Conditions aux limites de l’essai de flexion 3 points modélisé avec des éléments
plaques enrichies.
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Pa2 et S : déplacement bloqué selon

L2 : déplacement bloqué selon et 

L1 : déplacement bloqué selon 
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Figure 5.32 – Maillage (a) et conditions aux limites (b) de la modélisation 3D de l’exemple
de poutre en flexion 3 points.

Pour la modélisation 3D, la partie d’interface des macro-éléments est parfaitement ancré
au béton. L’acier l’est également selon y et z, mais peut pourtant glisser par rapport au
béton selon x.
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5.4.3.2.3 Résultats
La figure 5.33 compare les différentes courbes de réaction. Avec le calcul 3D, la pente de

la courbe de réaction change légèrement en changeant la valeur de l’épaisseur de la gaine
d’interface. Les valeurs testées d’épaisseur d’interface sont indiquées dans la figure 5.33 en
fonction de d, d étant le diamètre de la barre d’acier.
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Figure 5.33 – Courbes de réaction de l’exemple de poutre en flexion 3 points.

La figure 5.34 compare les valeurs de glissement pour différents pas de chargement le long
de la poutre. Pour le cas 3D, le calcul avec une épaisseur d’interface de 0.15d est choisi.
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Figure 5.34 – Valeurs de glissement - barre d’acier non ancrée.

5.4.3.2.4 Discussion
Les courbes de glissement sont très proches les unes des autres. Le modèle de poutre

enrichie donne des courbes plus proches aux courbes du calcul 3D que le modèle de plaque
enrichie. Il est pourtant à noter que la légère différence des résultats issus des différents
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calculs est due au fait que les trois techniques de modélisation utilisent des différents types
d’éléments finis et donc par la suite différentes expressions, et différents ordres, de fonctions
d’interpolation.

5.4.3.3 Flexion trois points - acier ancré aux extrémités

En imposant des conditions de relations cinématiques, le calcul du test de flexion trois
points peut être refait en ancrant les extrémités de l’acier au béton.

5.4.3.3.1 Propriétés des matériaux
Les mêmes propriétés des matériaux utilisées lors de l’exemple de flexion trois points avec

une barre d’acier non ancrée (voir paragraphe 5.4.3.2.1).

5.4.3.3.2 Maillages
Les maillages des figures 5.30, 5.31, et 5.32 sont considérés.
Pour la modélisation avec des poutres enrichies, on ancre l’acier au béton en établissant

une relation cinématique qui impose que le déplacement de l’acier soit égal au déplacement
du béton au voisinage de l’acier. Donc :

ua = u− yθ (5.141)

ua est le déplacement longitudinal de la barre d’acier. y est l’excentricité de cette barre par
rapport à la fibre moyenne de béton. u représente le déplacement longitudinal du béton
au niveau de la fibre moyenne de la poutre, et θ représente la rotation de la section de la
poutre par rapport à l’axe z de la figure 5.30. La condition d’ancrage de l’équation (5.141)
est imposée pour les noeuds d’extrémité de l’acier.

Pour la modélisation avec des plaques enrichies, l’équation (5.141) est également appliquée
afin d’ancrer l’acier au béton. Dans ce cas, u représente le déplacement selon la direction
de la barre d’acier du point de béton représentant la projection du noeud d’acier sur le
plan moyen de la plaque. Pour les noeuds extrêmes d’acier du maillage choisi (voir figure
5.31), leur projection sur le plan moyen de la plaque est un noeud de la plaque de béton. u
est donc calculée au niveau de la résolution. Dans le cas général où la projection du noeud
d’acier ne correspond pas forcément à un noeud de béton, u doit être calculé en fonction
des déplacements des noeuds de béton selon les fonctions de forme des éléments plaques. De
plus, θ représente dans ce cas la rotation de la plaque par rapport à l’axe y de la figure 5.31.

5.4.3.3.3 Résultats
Les courbes de réaction de la figure 5.33 ne sont pas affectées par l’ancrage des extrémités

d’acier. La figure 5.35 montre les valeurs de glissement.

5.4.3.3.4 Discussion
On retrouve avec les différentes techniques de modélisation d’interface dans les différents

cadres de calcul, similairement à l’exemple de flexion sans l’ancrage d’acier (figure 5.34)),
des courbes de glissement très proches les unes des autres, avec des légères différences.
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Figure 5.35 – Valeurs de glissement.

5.5 Exemples d’application
Deux exemples d’application sont étudiés avec des modèles de poutres et de plaques

enrichies : un essai de tirant en béton armé, et un essai de flexion quatre points d’un poutre
en béton armé.

5.5.1 Essai de tirant

Un essai de tirant réalisé dans [Farra, 1995] est considéré.

5.5.1.1 Description de l’essai

L’essai de tirant considéré a été modélisé antérieurement en 3D dans le sous-chapitre 3.7
du chapitre 3 de ce mémoire. Il est modélisé ici avec des poutres enrichies et des plaques
enrichies (deux choix distincts de modélisation).

Un comportement linéaire est associé à l’acier. Un premier calcul est réalisé avec un
comportement linéaire de béton. Un comportement non linéaire de béton est activé dans un
second temps. Un comportement non linéaire d’interface est considéré.

5.5.1.2 Modélisations avec un comportement linéaire de béton

On concentre ici les non-linéarités de l’exemple de tirant au niveau du comportement non
linéaire d’adhérence acier-béton.

5.5.1.2.1 Propriétés des matériaux
Les propriétés d’acier, de béton, et d’interface sont identiques à celles utilisées pour la

modélisation 3D de cet essai de tirant présentée dans le chapitre 3 de ce manuscrit, pour
une modélisation avec un comportement linéaire de béton (la barre d’acier est d’un module
d’Young de 200 GPa, les propriétés de béton et d’adhérence sont indiquées dans le tableau
3.4 et la figure 3.24 du chapitre 3, respectivement).
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5.5.1.2.2 Maillages
La figure 5.36 montre le maillage et les conditions aux limites associés à la modélisation

de l’essai de tirant avec des plaques enrichies. Le comportement membranaire des plaques
est sollicité.

Pour la modélisation avec des poutres enrichies, on assemble des poutres multifibres d’une
cinématique de Timoshenko à la barre d’acier, tout en prenant en compte le comportement
d’adhérence acier-béton. La figure 5.37 illustre les différentes fibres du maillage de béton
considéré.

1 élément

d’acier

Déplacement

imposé

1 élément

d’acier

58 éléments plaques monocouches Mindlin Reissner à 8 noeuds enrichies

(chaque élément comporte un élément barre d’acier selon ) 

58 × 4 éléments plaques monocouches Mindlin Reissner à 8 noeuds en béton
Zoom

1 élément plaque à 8 noeuds
1 2 3

4

5
6

7

8

Zoom

1 élément plaque enrichie

Béton
Acier

Figure 5.36 – Modélisation de l’essai de tirant avec des éléments plaques enrichies.

Une fibre

Figure 5.37 – Maillage choisi pour la modélisation de l’essai de tirant avec des éléments
poutres enrichies.

5.5.1.2.3 Résultats
Les courbes de réactions sont illustrées dans la figure 5.38. La courbe de réaction du calcul

3D avec une adhérence imparfaite est issue d’une modélisation avec des macro-éléments d’une
épaisseur d’interface de 5 mm.

On remarque que les courbes issues du calcul avec des éléments plaques enrichies sont
plus atténuées que celles avec des poutre enrichies, mais plus rigides que celles du calcul 3D.

5.5.1.2.4 Discussion
Les écarts des rigidités des différentes courbes de réaction peuvent être justifiés en com-

parant la forme de la déformée du tirant résultante des différents calculs.
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Figure 5.38 – Courbes de réaction.

Les figures 5.39, 5.40, et 5.41 montrent la forme de la déformée de la face latérale du
tirant située au voisinage de l’extrémité tirée de la barre d’acier.

On peut remarquer que la section du tirant n’est pas plane après déformation dans le
résultat du calcul 3D, ce qui n’est pas le cas dans le modèle de poutre (où la section plane
reste plane après déformation). Cela justifie le fait que la courbe de réaction obtenue avec le
modèle de poutre est plus rigide que celle obtenue avec le calcul 3D. La courbe de réaction
obtenue avec le modèle de plaque enrichie est plus atténuée que celle du calcul avec des
poutres, mais plus rigide que la courbe issue du calcul 3D. Si on regarde la forme de la
déformée du calcul 3D, on voit qu’on a un poinçonnement au milieu de la section est observé
(voir figure 5.39). Bien que la section latérale du tirant ne reste pas plane après déformation
avec le modèle de plaque enrichie (voir figure 5.40), ce poinçonnement n’est pas reproduit.

5.5.1.3 Modélisations avec un comportement non linéaire de béton

L’endommagement du béton est ici pris en considération.

5.5.1.3.1 Propriétés des matériaux
Par rapport à la modélisation avec un comportement linéaire de béton, les propriétés

d’acier et d’interface demeurent inchangés. Avec la modélisation poutre multifibre enrichie
du tirant, on considère pour chaque fibre en béton une version 1D de la loi de Mazars
régularisée de l’annexe A, avec les propriétés associées au comportement du béton lors de la
modélisation de cet essai de tirant dans le chapitre 3 (tableau 3.7).
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Sa : face latérale du tirant avant déformation

Sb : face latérale du tirant après déformation

Figure 5.39 – Déformée de la face latérale du tirant - modélisation 3D.

Sa : face latérale du tirant avant déformation

Sb : face latérale du tirant après déformation

Sa

Sb

Plan moyen avant déformation

Plan moyen après déformation

Figure 5.40 – Déformée de la face latérale du tirant - modélisation avec des éléments
plaques enrichies.

Sa : face latérale du tirant avant déformation

Sb : face latérale du tirant après déformation

Sa
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Point de gauss

Noeud de poutre enrichie

Figure 5.41 – Déformée de la face latérale du tirant - modélisation avec des éléments
poutres enrichies.
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Pour la modélisation avec des plaques enrichies, le choix s’est porté sur l’utilisation d’une
loi révisée régularisée de Mazars présentée dans l’annexe B. Les paramètres du tableau 5.9
sont utilisés pour caractériser cette loi.

Paramètre Description Valeur Unité
ft Résistance à la traction 2.6 MPa
fc Résistance à la compression 56.9 MPa
εt0 Paramètre de la loi de Mazars révisée ft

Ec
= 8.5526× 10−5 -

εc0 Paramètre de la loi de Mazars révisée fc
Ec

= 1.9× 10−3 -
At Paramètre de la loi de Mazars révisée 0.99
Bt Paramètre de la loi de Mazars révisée 6000 -
Ac Paramètre de la loi de Mazars révisée 1.2 -
Bc Paramètre de la loi de Mazars révisée 700 -
β Paramètre de la loi de Mazars révisée 1.06 -

Tableau 5.9 – Paramètres de la loi de Mazars révisée pour l’exemple de tirant.

Des distributions aléatoires de la déformation seuil εd0 de la loi 1D associée aux fibres de
la formulation multifibre enrichie et du paramètre εt0 de la loi de Mazars révisée attribuée
aux éléments plaques enrichies sont considérées, avec une loi Gaussienne de moyenne égale à
8.5526 × 10−5 (valeur indiquée dans les tableaux 3.7 et 5.9) et d’un coefficient de variation
de 5%. La méthode des bandes tournantes est utilisée pour générer la distribution avec une
longueur de corrélation égale à la taille des éléments finis [Mantoglou et Wilson, 1982].

5.5.1.3.2 Maillages
Les mêmes maillages utilisés pour les modélisations avec un comportement linéaire de

béton sont considérés (voir figures 5.36 et 5.37).
La figure 3.32 montre la distribution de εd0 dans le volume de béton pour la modélisation

avec des poutres multifibres. La cinématique de Timoshenko adoptée définit un point de
gauss pour chaque fibre. Pour cela, une seule valeur de εd0 est associée à chaque fibre, au
niveau de son point de gauss.

La distribution de εt0 pour les plaques en béton est illustrée dans la figure 5.43. Chaque
plaque en béton, définie au sein des plaques enrichies, est un élément à huit noeuds compor-
tant quatre points de gauss. Ces plaques sont d’une cinématique de Mindlin Reissner.

Étant donné que cette étude consiste à modéliser le même essai de tirant avec des poutres
et des plaques enrichies et à comparer les résultats issus des deux calculs, et vu qu’une
valeur de déformation seuil est affectée à chaque fibre de la formulation multifibre, un choix
d’attribuer une valeur du seuil εt0 à chaque élément plaque est fait. Autrement dit, la valeur
de εt0 est constante par élément plaque.

5.5.1.3.3 Résultats
Les courbes de réaction des calculs poutres et plaques enrichies sont illustrées dans la

figure 5.44, avec des hypothèses d’adhérence parfaite et imparfaite. Il est a noter que pour
les calculs d’adhérence parfaite, on associe une expression linéaire à la loi d’adhérence d’une
pente jugée suffisamment élevée (1020 Pa/m).

Des sauts des valeurs de réaction sont bien distingués sur les courbes de réaction d’adhére-
nce imparfaite. Ces sauts correspondent à l’apparition successive des fissures dans le béton.
Les courbes de réaction d’adhérence parfaite sont pourtant plus lisses. Avec une hypothèse
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Figure 5.42 – Distribution du seuil d’endommagement - modélisation de l’essai de tirant
avec des éléments poutres enrichies.
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Figure 5.43 – Distribution du seuil εt0 - modélisation de l’essai de tirant avec des éléments
plaques enrichies.

d’adhérence parfaite, on obtient des cartographies d’endommagement plus diffuse dans le
volume de béton. Ces observations sont validés dans les figures 5.45 et 5.46.
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Figure 5.44 – Courbes de réaction - éléments poutres (a) et plaques (b) enrichies.

5.5.1.3.4 Discussion
On observe le développement de trois fissures dans le béton avec les modélisations d’adhér-

ence imparfaite. Ce nombre ne correspond pas au nombre de fissures observé avec la modélisa-
tion 3D de ce test de tirant dans le chapitre 3 (voir figure 3.34). Pour cette modélisation 3D,
on observe l’apparition de 5 fissures dans le béton (qui est également le nombre de fissures
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Figure 5.45 – Distribution du champ d’endommagement - modélisation de l’essai de tirant
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Figure 5.46 – Distribution du champ d’endommagement - modélisation de l’essai de tirant
avec des éléments plaques enrichies : cas d’adhérence imparfaite et parfaite.

observé expérimentalement). Cependant, la distribution aléatoire du seuil d’endommagement
dans le volume de béton joue un rôle important sur l’apparition des fissures qui vont se
localiser, selon cette distribution, dans les zones des plus faibles valeurs de ce seuil. La
modélisation avec des poutres multifibre attribue une valeur de ce seuil à chaque fibre, et
celle avec des plaques attribue une valeur de seuil à chaque élément plaque. En parallèle, la
modélisation 3D attribue à chaque point de gauss une valeur de seuil (8 valeurs par élément
volumique). Cette nuance peut donc expliquer la différence du nombre de fissures 3D-poutres
et plaques. Pourtant, l’aspect de la reproduction d’un nombre bien définit de fissures avec
une modélisation non linéaire d’interface par rapport à une modélisation d’adhérence parfaite
où un nombre bien plus important de fissure est distribue le long du tirant est bien capté
pour tous les choix de modélisation.

Une description fine du comportement de fissuration du béton caractérisée par une discon-
tinuité du champ de glissement et une concentration de contrainte dans l’acier est observée
avec les modélisation de poutres et plaques enrichies, comme le montrent les figures 5.47 et
5.48. Dans ces figures, on calcul le glissement acier-béton au niveau des noeuds du maillage.
La contrainte d’acier est calculée au niveau des points de gauss des éléments barres d’acier.
Ces valeurs de glissement et de contraintes d’acier sont présentées dans ces deux figures pour
les différents pas de temps des résolutions associées.

5.5.2 Poutre en flexion quatre points

Un essai de flexion quatre points d’une poutre en béton armé réalisé dans [Gilbert et
Nejadi, 2004] est considéré.
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Figure 5.47 – Description locale de la fissuration du tirant - modélisation avec des éléments
poutres enrichies.

5.5.2.1 Description de l’essai

Le test considéré est modélisé dans le chapitre 3 de ce mémoire avec l’approche de macro-
élément. Ce test est décrit dans la figure 3.66 de chapitre.

5.5.2.2 Modélisation de l’essai de flexion quatre points

La modélisation avec des poutres enrichies définit chaque élément poutre enrichie comme
étant un assemblage de trois contributions :

• un élément poutre multifibre Timoshenko en béton ;
• un élément barre d’acier à deux noeuds ;
• des contraintes d’adhérence acier-béton.

La modélisation avec des plaques enrichies définit chaque élément plaque enrichie comme
étant un assemblage de trois contributions :
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Figure 5.48 – Description locale de la fissuration du tirant - modélisation avec des éléments
plaques enrichies.

• un élément plaque monocouche Mindlin Reissner en béton ;
• un élément barre d’acier à deux noeuds ;
• des contraintes d’adhérence acier-béton.

5.5.2.2.1 Propriétés des matériaux
Les propriétés d’acier et d’interface sont identiques à celles considérées dans le chapitre 3

pour modéliser ce même essai de flexion quatre points (voir paragraphe 3.7.5.2.1 du chapitre
3).

Une loi de Mazars classique 1D régularisée en énergie (voir annexe A) est associée aux
fibres des poutres multifibres, avec les propriétés du tableau 5.10.

Pour la modélisation avec des plaques enrichies, la loi de Mazars révisée régularisée de
Mazars présentée dans l’annexe B est accordée au béton, identiquement à la modélisation
par macro-éléments de cet essai. Les propriétés du tableau 3.18 du chapitre 3 sont donc
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Paramètre Description Valeur Unité
Ec Module d’Young 28 GPa
ft Résistance à la traction 3.2 MPa
εd0 Déformation seuil ft

Ec
= 1.1429× 10−4 -

At Paramètres de la loi locale de Mazars Pas utilisé pour la loi régularisée
Bt Paramètres de la loi de Mazars Régularisé (équation A.7) -
Ac Paramètres de la loi de Mazars 1.2 -
Bc Paramètres de la loi de Mazars 400 -
β Paramètres de la loi de Mazars 1.06 -
Gf Énergie de fissuration 150 N/m

Tableau 5.10 – Paramètres de la loi de Mazars - modélisation de l’essai de poutre en flexion
quatre points avec des poutres multifibres enrichies.

utilisées.

5.5.2.2.2 Maillage
La figure 5.49 illustre les différentes fibres qui constituent le maillage de béton des poutres

multifibres. Les conditions aux limites des poutres multifibres enrichies sont détaillées dans
la figure 5.50.

Une fibre

Figure 5.49 – Maillage choisi pour la modélisation de l’essai de flexion 4 points avec des
éléments poutres enrichies.

Le maillage et les conditions aux limites de la modélisation réalisée avec des plaques
enrichies sont illustrés dans la figure 5.51. On s’intéresse au comportement membranaire des
plaques. La construction du maillage est réalisée avec des plaques enrichies au niveau de la
barre d’acier. Le reste de la structure est maillé avec des plaques classiques en béton.

5.5.2.2.3 Résultats
La figure 5.52 illustre les courbes de réaction des deux types de modélisation (poutres et

plaques enrichies) avec des hypothèses d’adhérence parfaite et imparfaite. Ces courbes sont
comparées à la courbe de réaction expérimentale.

La prise en compte du comportement non linéaire d’interface n’affecte pas significative-
ment la courbe de réaction par rapport à un calcul avec une hypothèse d’adhérence parfaite.
Pourtant, la cartographie de fissuration expérimentale est mieux représentée avec un com-
portement d’interface non linéaire, comme le montre la figure 5.53. Tout autour de l’acier,
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Éléments barres d’acier
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P1 : déplacement bloqué dans toutes les directions 

P4 : déplacement bloqué selon

P2, P3 : déplacement imposé selon

Figure 5.50 – Conditions aux limites de la modélisation de l’essai de flexion 4 points avec
des éléments poutres enrichies.

Zoom
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AcierP1 : déplacement bloqué selon et   

P4 : déplacement bloqué selon

P2, P3 : déplacement imposé selon

P1

P2 P3

P4

Degrés de liberté de rotations hors plan bloquées pour tous les noeuds du maillage

Figure 5.51 – Conditions aux limites de la modélisation de l’essai de flexion 4 points avec
des éléments plaques enrichies.

on détecte mieux la localisation des fissures et leur espacement avec les calculs pour lesquels
le comportement d’interface est pris en compte.

Il est possible de remarquer qu’une différence significative entre les cartographies d’en-
dommagement avec et sans prise en compte du comportement de l’interface acier-béton est
obtenue avec des poutres enrichies. Cette différence est moins prononcée lors de la modéli-
sation avec des plaques enrichies. Elle est encore moins visible pour la modélisation 2D de
cet essai présentée dans le chapitre 3 de ce mémoire (voir figure 3.69). En effet, l’hypothèse
de section plane qui reste plane après déformation adoptée pour les éléments poutres en
béton étale l’endommagement dans le volume de la poutre étudiée. Une prise en compte du
comportement non linéaire d’interface permet de surmonter cette limitation des éléments
poutres. Les cinématiques des plaques étant moins contraintes par rapport aux cinématiques
des poutres, une différence moins importante des cartographies d’endommagement avec et
sans prise en compte de l’interface est obtenue. Les éléments 2D bénéficient d’une cinéma-
tique encore moins contrainte, entraînant une différence encore moins visible.
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Figure 5.52 – Courbes de réaction de l’exemple de poutre en flexion 4 points avec des
poutres enrichies (a) et des plaques enrichies (b).
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Figure 5.53 – Cartographies d’endommagement issues des différentes modélisations com-
parées à la fissuration expérimentale.

5.5.2.2.4 Discussion
Une description locale de la fissuration caractérisée par un concentration de contrainte

au niveau de l’acier et une discontinuité du champ de glissement est détectée avec les modéli-
sations de poutres et de plaques enrichies. Cette caractérisation de la fissuration est illustrée
dans les figures 5.54 et 5.55. Les glissements dans ces figures sont calculés au niveau des
noeuds des éléments barres d’acier. Les contraintes d’acier sont calculés au niveau des points
de gauss de ces éléments.
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Figure 5.54 – Description locale de la fissuration de l’essai de poutre en flexion 3 points
pour les différents pas de temps de la résolution - modélisation avec des éléments poutres
enrichies.

5.6 Conclusions
Dans ce chapitre, une méthodologie polyvalente permettant de modéliser le comportement

de l’interface acier-béton au sein des éléments semi-globaux poutres et plaques est proposée.
La philosophie de l’approche est applicable à un modèle de poutre ou de plaque selon les
besoins de l’utilisateur. Elle consiste à définir un élément enrichi constitué d’un assemblage
d’un ou de plusieurs éléments poutres ou plaques en béton, d’un ou de plusieurs éléments
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Figure 5.55 – Description locale de la fissuration de l’essai de poutre en flexion 3 points
pour les différents pas de temps de la résolution - modélisation avec des éléments plaques
enrichies.

barres en acier, et d’une contribution de contraintes d’adhérence acier-béton définies tout
autour de chaque élément barre d’acier. Les éléments d’acier et de béton à disposition au
sein du code aux éléments finis utilisé peuvent être appelés au niveau de l’assemblage de
l’élément enrichi.

Il convient de souligner que des travaux antérieurs de la littérature visant à modéliser le
comportement d’interface dans le cadre des éléments poutres multifibres, comme le travail
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de [Yousefi et al., 2020] à titre d’exemple, constituent un cas particulier d’assemblage de
l’approche proposée dans ce travail. De plus, ces travaux présentent les équations de l’élément
en question avec toutes les contributions (acier+béton+interface). L’avantage de l’approche
proposée dans ce travail réside dans sa simplicité de formulation, beaucoup plus polyvalente
car elle permet d’utiliser n’importe quel type d’élément plaque ou poutre déjà présent dans
la littérature et de l’enrichir. En outre, le modèle fait appel à des éléments existants. Ces
contributions sont vues comme des comportement d’éléments finis distincts. En effet, le
travail de [Yousefi et al., 2020] prend en compte des grands déplacements. Cet aspect pourra
être pris en compte avec l’approche proposée dans ce travail en assemblant des contributions
de comportement d’éléments finis poutres corotationnelles, sans pour autant complexifier de
manière disproportionnée la formulation du principe des puissances virtuelles de l’élément
enrichi. De plus, la simplicité de l’approche et son caractère polyvalent la rendent applicable
pour des éléments poutres et des éléments plaques.

Dans ce chapitre, des exemples de validation du comportement de plusieurs configurations
d’assemblage poutres et plaques enrichies sont présentés. Deux exemples d’application sont
par la suite étudiés : un essai de tirant en béton armé, et un essai de poutre en béton armé
en flexion 4 points.

Ces exemples d’application décrivent le comportement de fissuration du béton au voisi-
nage des barres d’acier. Ce comportement est caractérisé par une concentration de contrainte
dans les barres d’acier qui vont reprendre de l’effort au niveau des fissures. En effet, aux en-
droits des fissures, le béton perd sa capacité à supporter des efforts internes (en cas de
fissuration totale). De plus, on observe une discontinuité du champ de glissement aux bords
de l’élément fissuré. La figure 5.56 fournit une description physique de ce saut de glissement.
Enfin, il est important de souligner que cette discontinuité n’est pas nécessairement centrée
à zéro et ne relie pas forcément des valeurs de glissement de sens opposés.
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Figure 5.56 – Discontinuité de glissement due à la fissuration du béton au voisinage de
l’acier.

203

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0067/these.pdf 
© [M. Trad], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Ce chapitre fait le bilan du travail présenté dans ce mémoire et propose des perspectives
qui peuvent constituer une suite de ce travail.

6.1 Bilan général
La modélisation numérique du comportement de l’interface acier-béton constitue un as-

pect important dans l’étude des structures en béton armé. Cette modélisation est primordiale
afin de pouvoir reproduire d’une manière pertinente et réaliste le phénomène de fissuration
du béton, et de réaliser une meilleure estimation de l’énergie matérielle dissipée au sein de
ces structures.

Afin de dépasser les limites de la plupart des modèles d’interface proposés dans la lit-
térature, ce travail propose des nouvelles stratégies de modélisation de cette interface. Ces
approches présentent un compromis entre : une bonne représentation du comportement d’in-
terface, et un coût de calcul numérique raisonnable. Dans le cadre des calculs 1D, 2D, et
3D, un modèle de macro-élément est proposé. Ce macro-élément, qui prend en compte le
comportement de l’acier et de l’interface, peut être relié à des éléments de béton afin de
modéliser une structure en béton armé. En parallèle, pour les calculs basés sur des éléments
semi-globaux poutres et plaques, une technique d’enrichissement cinématique est établie afin
d’incorporer l’étude du comportement d’interface au sein de ce type d’éléments.

1D/2D/3D Éléments semi-globaux

Poutres enriches Plaques enrichies

Choix de modélisation

Modèle de macro-élément

Figure 6.1 – Méthodologies de prise en compte du comportement d’interface acier-béton
proposées dans cette thèse pour différents choix de modélisation des structures en béton
armé.

Après une introduction du sujet dans le chapitre 1, le chapitre 2 présente une étude biblio-
graphique menée sur le comportement de l’interface acier-béton, ainsi que sur les différents
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essais expérimentaux visant à identifier et à caractériser ce comportement. Les différentes
stratégies de modélisation numérique du comportement de l’interface ont également été pré-
sentées. Une attention particulière a été accordée aux avantages et inconvénients des diffé-
rents essais et types de modèles numériques.

Le chapitre 3 présente une approche originale de modélisation de l’interface acier-béton.
Cette approche multi-échelle consiste à définir des macro-éléments capables de représenter le
comportement de l’acier, d’une zone d’interface et des contraintes d’adhérence entre l’acier
et l’interface. Le macro-élément est défini à l’échelle globale de la structure en béton armé.
Une échelle locale est définie afin de réaliser une discrétisation interne spécifique au macro-
élément, indépendamment de la taille du maillage global. Une technique de condensation
statique est utilisée pour coupler les deux échelles. Des exemples numériques de modélisation
d’un essai pull-out 1D et 3D sont réalisés en utilisant la formulation de macro-élément.
Ces exemples valident la formulation de macro-élément qui est capable de reproduire le
comportement de l’interface pour des configurations de chargement monotone et cyclique.
Dans un deuxième exemple, les macro-éléments sont utilisés pour modéliser un essai de tirant.
Cette application démontre la robustesse numérique du macro-élément par rapport à des
approches de modélisation de l’interface acier-béton de la littérature [Torre-Casanova, 2012]
[Mang, 2015], et justifie l’importance de la prise en compte de cette interface sur l’évaluation
de la fissuration. La formulation de macro-élément est également utilisée pour modéliser
un essai de bord de poutre ayant l’avantage d’être plus représentatif qu’une configuration
classique d’un essai de pull-out pour la caractérisation du comportement d’interface. Deux
applications supplémentaires sont présentées avec des modélisations d’un essai de flexion
trois points et d’un essai de flexion quatre points de deux poutres en béton armé.

Afin de connecter des macro-éléments à des éléments 2D/3D de béton pour étudier une
structure en béton armé, une technique d’imposition de relations cinématiques basée sur des
principes de projection cinématique est utilisée. Cette technique est détaillée dans le chapitre
4.

Le chapitre 5 propose une méthodologie d’enrichissement cinématique applicable à des
éléments poutres et plaques dans le but de représenter le comportement d’interface acier-
béton. L’approche proposée se distingue par sa polyvalence, permettant son application au
choix à un modèle de poutre ou de plaque. Un élément fini (poutre ou plaque) choisi en
béton peut être appelé de la bibliothèque d’éléments du code aux éléments finis utilisé. Un
élément barre d’acier est également appelé. Les deux éléments (acier et béton) sont assemblés
afin de créer un seul élément enrichi. Cet élément tient compte, en plus des contributions
d’acier et de béton, des contraintes d’adhérence acier-béton. En outre, l’élément enrichi
peut assembler plusieurs éléments poutres ou plaques en béton et plusieurs éléments barres
d’acier. La manière dont est formulé et programmé l’élément enrichi permet donc d’appeler
n’importe quel type d’élément fini plaque ou poutre et n’importe quel élément barre d’acier.
Des tests de validation des approches de plaques et de poutres enrichies sont présentés dans
ce chapitre, accompagnés d’études comparatives entre les deux approches. Deux exemples
d’application sont étudiés : un exemple de tirant en béton armé et un exemple d’une poutre
en béton armé en flexion quatre points, démontrant la grande robustesse de la méthode.
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6.2 Perspectives
Ce travail de thèse ouvre plusieurs perspectives de recherche. Ces dernières peuvent être

classées en deux catégories : d’une part, les perspectives liées au modèle de macro-élément,
et d’autre part, les perspectives liées à l’approche de poutres et de plaques enrichies.

Pour améliorer la version actuelle de la formulation de macro-élément, les suggestions
suivantes peuvent être considérées :

• la version actuelle du macro-élément se focalise sur le comportement longitudinal
de l’adhérence acier-béton. Les noeuds internes des macro-éléments possèdent des
degrés de liberté de déplacement dans la direction longitudinale d’acier, mais ne dis-
posent pas de degrés de liberté dans la direction normale. Une discrétisation des
zones d’acier et d’interface des macro-éléments avec des éléments poutres au lieu de
choisir des éléments barres peut être une piste de développement intéressante. Cela
permettra de définir des degrés de liberté internes de déplacement normal et d’ajouter
des contraintes entre les deux domaines (acier et interface) perpendiculairement à la
direction des macro-éléments. Ces contraintes pourront être calculées à l’aide d’une
loi de comportement qui définit une contrainte normale en fonction du déplacement
relatif dans la direction normale (voir [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015]). Cela
peut être particulièrement intéressant afin de fournir une représentation plus réaliste
de l’éclatement de l’enrobage du béton [Murcia-Delso et Benson Shing, 2015] ;

• dans le présent travail, un comportement linéaire est attribué à la zone d’interface
du macro-élément. Cependant, un comportement non linéaire peut également être
attribué à cette zone. Une étude de comportement non linéaire de la zone d’interface
pourra permettre d’explorer l’effet de cette non-linéarité sur le comportement global
du macro-élément.

Il peut être également intéressant de réaliser des exemples numériques supplémentaires
en utilisant le modèle macro-élément afin de représenter éléments structurels, voir des struc-
tures à grande échelle. Ces applications pourraient permettre de mieux comprendre l’effet
de l’épaisseur de la zone d’interface du modèle de macro-élément sur la réponse structurelle
des éléments en béton armé.

En ce qui concerne l’approche de poutres et de plaques enrichies, plusieurs pistes de
recherche peuvent être explorées :

• brancher un élément plaque multicouche. Cela permettra d’étudier le comportement
non linéaire hors plan de béton ;

• brancher un élément poutre ou plaque corotationnelle en béton. Cela permettra de
prendre en compte des grands déplacements. L’interêt des éléments corotationnels
est de découpler la gestion des grands déplacements portée au sein des éléments de
béton et appelés au sein de l’élément enrichi. En d’autres termes, l’aspect de grands
déplacements ne sera pas traité directement au sein de l’élément enrichi, mais plutôt
au sein des éléments corotaionnels assemblés dans le cadre de l’élément enrichi. C’est
donc une approche multi-échelle cohérente avec le principe d’enrichissement proposé
dans ce travail ;

• tester plusieurs configurations d’assemblages de poutres et de plaques enrichies à part
celles étudiées dans ce travail, et mener des études comparatives entre les différents
choix d’assemblage ;

• développer l’approche de plaques enrichies pour pouvoir permettre un transfert d’ef-
fort entre les différentes barres d’acier quand elles sont positionnées à des excentricités
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égales par rapport au plan moyen de la plaque de béton (afin de modéliser des treillis
soudés par exemple). Une première approche consistera à utiliser des éléments poutres
d’acier au lieu des éléments barres, et de faire des choix d’assemblage qui définissent
des noeuds en commun entre les différentes poutres d’acier. La figure 6.2 montre un
exemple d’assemblage qui peut être testé dans cette optique ;

Élément plaque en

béton à 4 noeuds

1 2

3

4

1,2,3, et 4 : éléments poutres d’acier

Noeud en commun

entre les poutres

d’acier selon et

celles selon . Des

transmissions

d’effort entre ces

poutres sont

possibles au niveau

de ce noeud

Noeud ayant

des degrés de

liberté de béton

Noeud ayant

des degrés de

liberté de béton

et des degrés

de liberté

d’acier

Élément plaque en

béton à 4 noeuds

Élément plaque en

béton à 4 noeuds

Élément plaque en

béton à 4 noeuds

Figure 6.2 – Exemple de choix d’assemblage d’un élément plaque enrichi permettant un
transfert d’efforts entre deux éléments d’acier.

• considérer des contraintes acier-béton dans la direction normal aux barres d’acier (voir
[Murcia-Delso et Benson Shing, 2015]).

Il est de plus possible de considérer finement l’effet du confinement passif et actif sur
le comportement de l’interface acier-béton au sein des approches de macro-élément et d’en-
richissement cinématique des poutres et des plaques. Dans ce travail, les paramètres de la
loi d’adhérence sont identifiés selon l’état de confinement du béton au voisinage de l’acier,
conformément aux recommandations de [Torre-Casanova, 2012] et de [Fib, 2010]. Cependant,
l’état de confinement peut évoluer au cours du chargement. Ainsi, il serait possible d’évaluer
le taux de confinement au cours du calcul, et de modifier par la suite les paramètres de la
loi d’adhérence [Turgut, 2018].

Enfin, les différentes techniques de calcul présentées dans ce travail modélisent la dégrada-
tion de l’interface acier-béton due à un chargement mécanique. Les perspectives à long terme
seront de prendre en compte également la dégradation due à d’autres facteurs. Parmi ceux-ci,
il convient de mentionner spécifiquement la considération d’un chargement thermique et de
la corrosion des armatures. À cet effet, il sera envisageable de rendre les paramètres de la loi
d’adhérence dépendants de l’influence de ces facteurs [Tran, 2011] [Lejouad, 2020].
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Annexe A : Loi d’endommagement de
Mazars régularisée

La loi d’endommagement de Mazars consiste à déterminer deux variables d’endomma-
gement en traction et en compression Dt et Dc [Mazars, 1984]. L’endommagement total est
une combinaison de Dt et Dc. Une déformation équivalente εeq est définie à partir des valeurs
propres positives du tenseur de déformation ε, tel que :

εeq =
√
⟨ε⟩+ : ⟨ε⟩+ (A.1)

⟨ε⟩+ étant la partie positive de ε. Lorsque εeq atteint la valeur de εd0, le béton commence à
s’endommager. Les variables d’endommagement Dt et Dc sont décrites comme suit :

Dt = 1− (1− At) εd0
εeq

− At exp (−Bt (εeq − εd0)

Dc = 1− (1− Ac) εd0
εeq

− Ac exp (−Bc (εeq − εd0))

(A.2)

L’endommagement total D est calculé comme suit :

D = αβ
t Dt + αβ

cDt (A.3)

β est un paramètre, généralement utilisé égal à 1.06, qui permet d’optimiser le compor-
tement en cisaillement de la loi. Les coefficients αt et αc font le lien entre l’endommagement
et l’état du matériau de traction ou de compression. At, Bt, Ac et Bc sont des propriétés du
béton qui peuvent être identifiées expérimentalement.

Cette loi d’endommagement locale peut être régularisée en traction avec la méthode de
régularisation de Hillerborg [Hillerborg et al., 1976]. Pour cela, l’expression initiale de Dt de
l’équation (A.2) est remplacée par :

Dt = 1− εd0
εeq

exp (Bt (εd0 − εeq)) (A.4)

En absence d’autres mécanismes dissipatifs, l’aire sous la courbe contrainte-déformation
représente l’énergie volumique dissipée par la fissuration. La multiplication de cette sur-
face par la largeur h de la zone de localisation de l’endommagement représente l’énergie de
fissuration Gf .

Gf = h

∫ ∞

0

σdε (A.5)
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Pour le cas simple de traction 1D, il est possible d’exprimer Gf comme suit :

Gf = h

∫ ∞

0

E (1−Dt) εdε = h

∫ ∞

0

E
εd0
εeq

exp (Bt (εd0 − εeq)) εdε = h
Eε2d0
2

+ h
Eεd0
Bt

(A.6)

Ce qui donne l’expression régularisée de Bt :

Bt =
hEεd0

Gf − h
(

ε2d0E

2

) (A.7)

Bt est calculé pour chaque élément fini. Une façon simple de calculer h est de supposer
qu’il est égal à la taille de l’élément fini. Plusieurs méthodologies peuvent être utilisées pour
calculer la taille des éléments, dont une des plus simples est de calculer la racine carrée de
l’aire des éléments en 2D et la racine cubique du volume des éléments en 3D. Plus de détails
sur le principe de régularisation décrit ici sont fournis dans [Matallah et al., 2010].

Il est important d’indiquer que la partie traction du modèle est régularisée. Dc conserve
son expression donnée par l’équation (A.2). Selon l’application étudiée, une régularisation
en compression peut parfois être nécessaire [Calixte, 2021].
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Annexe B : Loi de comportement de
Mazars Révisée régularisée

La loi de comportement révisée de Mazars [Mazars et al., 2015] définit une seule variable
d’endommagement D telle que :

D = 1− (1− A)Y0

Y
− A exp (−B (Y − Y0)) (B.1)

Y est une variable interne introduite par rapport à la loi initiale de Mazars [Mazars, 1986]
afin d’améliorer son comportement en cisaillement :

Y = rYt + (1− r)Yc (B.2)

tel que :

r =

∑3
i=1 ⟨σ̄i⟩+∑3
i=1 |σ̄i|

(B.3)

⟨σ̄i⟩+ et |σ̄i| représentent respectivement la partie positive et la valeur absolue de la
contrainte principale σ̄i. La matrice σ̄ des contraintes effectives prend en compte l’état
endommagé du matériau tel que :

σ̄ =
σ

(1−D)
(B.4)

σ étant la matrice de contraintes du matériau non endommagé. Les variables Yt et Yc de
l’équation (B.2) sont associées aux surfaces de chargement. Deux surfaces de traction et de
compression sont définies tel que :

ft = εt − Yt (B.5)

et :

fc = εc − Yc (B.6)

avec :

εt =
Iε

2(1− 2v)
+

√
Jε

2(1 + v)
(B.7)

et :
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εc =
Iε

5(1− 2v)
+

6
√
Jε

5(1 + v)
(B.8)

tel que :

Iε = ε1 + ε2 + ε3 (B.9)

Jε = 0.5
[
(ε1 − ε2)

2 + (ε2 − ε3)
2 + (ε3 − ε1)

2] (B.10)

où ε1, ε2, et ε3 représentent les composantes principales du tenseur de déformation ε. Yt et
Yc sont définis comme suit :

Yt = Sup [ε0t ,max(εt)] , Yc = Sup [ε0c ,max(εc)] (B.11)

Le symbole Sup signifie qu’on sélectionne la valeur supérieure. ε0t et ε0c sont les valeurs seuils
associées de εt et εc, respectivement.

Les paramètres A et B de l’équation (B.1) définissent la forme de la loi :

A = At

(
2r2(1− 2k)− r(1− 4k)

)
+ Ac

(
2r2 − 3r + 1

)
(B.12)

B = r(r
2−2r+2)Bt +

(
1− r(r

2−2r+2)
)
Bc (B.13)

Pour un comportement en traction pure, A est égale à At et B est égale à Bt. En compression
pure, A est égale à Ac et B est égale à Bc.

La régularisation du comportement en traction de cette loi de Mazars révisée consiste
à identifier les bonnes valeurs à associer à At et à Bt. L’équation (A.5) définit l’énergie de
fissuration étant égale à la largeur de localisation h multipliée par l’aire sous la courbes σ
- ε. En 1D, il est possible de tracer un triangle ayant la même valeur d’aire que la loi de
Mazars révisée régularisée, comme le montre la figure B.1.

𝜎

𝜀

𝐺𝑓

ℎ

𝑓𝑡

𝐸

𝐺𝑓

ℎ

𝜀t0 =
𝑓𝑡
𝐸

𝜀𝑖 =
𝑓𝑡
𝐸
+=

𝑓𝑡
𝐸𝑡

𝐸𝑡

Figure B.1 – Principe du calcul de l’énergie de fissuration.

D’après la figure B.1, il est possible de déduire le suivant :

h = 2
Gf

f 2
t

(
1

E
− 1

Et

)−1

(B.14)
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h peut être considérée égale à la taille des éléments finis du maillage considéré. Gf , E,
et ft sont des paramètre matériau. Il est donc possible de déduire la valeur de Et selon
l’équation (B.14). La régularisation consiste donc à la tracer le triangle à aire équivalent de
la loi, et de chercher les bonnes valeurs de At et Bt de la loi régularisée. Il s’agit de tracer le
comportement en traction de la loi de chaque couple de valeurs (At,Bt) et de calculer l’aire
sous cette courbe, le but étant de trouver le couple de valeurs qui donne un aire qui soit le
plus proche de l’aire du triangle tracé dans un premier temps.

La valeur de At définit l’asymptote de la loi pour des grandes valeurs de déformation.
At = 1 est associée à une asymptote pour une contrainte nulle. Cette valeur de At donne
la meilleur représentation du comportement de béton, pourtant elle peut amener à des pro-
blèmes numériques de convergence. Dans ce cas, une valeur inférieure est utilisée. At est
comprise entre 0 et 1.
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Annexe C : Loi de comportement de
Marigo 1D

Cette loi est basée sur l’hypothèse que l’endommagement évolue en fonction du taux de
restitution de l’énergie élastique du matériau [Marigo et al., 1981]. C’est un modèle basé sur
un critère énergétique dont la fonction seuil est la suivante :

f = Y − YD − SM D (C.1)

avec :
• Y = 1

2
Eε2 : : le taux de restitution d’énergie élastique ;

• SM : l’évolution de la fonction seuil en fonction de l’endommagement ;
• YD : le seuil initial d’endommagement qui dépend du matériau qu’on utilise. Une

proposition de sa formulation est : YD = 1
2
ft

2

E
, avec ft la résistance à la traction du

béton ;
• D : le facteur d’endommagement.

La loi d’évolution d’endommagement D combinée à la condition de consistance ḟ = 0
donne :

D = max(
Ymax − YD

SM
, 0) (C.2)

avec :
Ymax = max(Y, YD) (C.3)

Le symbole max signifie qu’on sélectionne la valeur maximale atteinte.
Pour un taux de restitution d’énergie élastique Y ≤ YD, l’endommagement D est nul :

c’est le cas d’un comportement élastique linéaire. En revanche, pour Y > YD, le facteur
d’endommagement n’est plus nul et on aura un comportement non linéaire du matériau
étudié.
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Annexe D : Calcul analytique de la flèche
d’une poutre console en béton armé

La flèche f au bout d’une poutre console en béton est analytiquement calculée telle que :

f =
FL3

3EI
(D.1)

L est la longueur de la poutre, E est son module d’Young, et I est son inertie. Pour une
poutre en béton avec une barre d’acier excentrée, la flèche f est analytiquement calculée
comme suit :

f =
FL3

3EbIeq
(D.2)

Eb est le module d’Young du béton. Ieq est l’inertie équivalente en béton la section de poutre.
Afin de calculer Ieq, il faut calculer la section équivalente de la poutre dans un premier temps.
Une homogénéisation par rapport au béton donne :

EbSeq = Ebbh+ EaSa (D.3)

b et h étant la largeur et la hauteur de la poutre, respectivement. Donc :

Seq = bh+ n (Sa) (D.4)

Ea et Sa représentent le modules d’Young et la section de la barre d’acier, respectivement.
n est de rapport Ea

Eb
. Le centre de gravité yG de la section équivalente est ensuite calculé tel

que :

EbSeqyG = Ebbh
h

2
+ Ea (Sad) (D.5)

d étant la distance entre le centre de la barre d’acier et la face supérieure de la section de
béton. Ce qui donne :

yG =
1

Seq

(
bh2

2
+ nSad

)
(D.6)

Finalement, l’inertie équivalente Ieq est calculée tel que :

Ieq = Ib + nIaeq (D.7)

Ib et Iaeq sont les inerties de béton et d’acier par rapport à fibre moyenne de la section
équivalente (ayant la position y = yG). Donc :
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Ieq =
bh3

12
+ bh

(
h

2
− yG

)2

+ n
(
Sa (d− yG)

2) (D.8)
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